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Qu’est-ce qu’'un signal ?

SOS

— Formes multiples et variees de signaux




Qu’est-ce qu’'un signal ?

— Formes multiples et variees de signaux

| 3

SOS Ay

Point commun : représentent un message, contiennent une information.




Qu’est-ce qu’un signal ?

lena

— Représentation théorigue : x(t), I(X,y)...
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Qu’est-ce qu’un signal ?

lena

— Représentation théorigue : x(t), I(X,y)...

X(t) 1

anslogigue

Signal numenque
obtenu apres

echantullonnage
et quanh ficathio



Le traitement du signal : pourquol ?



Le traitement du signal : pourquol ?

— Pour extraire de l'information des signaux : Exemple 1

* |dentifier la bande de fréquence necessaire a la transmission d’'un signal,
« Deétecter des anomalies, des defauts (ECG, Arcs electriques sur les cables d'alimentation d'un avion,

dent cassée dans un engrenage...)
* En éliminant des composantes indésirables : le bruit, certaines frequences...
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Le traitement du signal : pourquol ?

— Pour extraire de I'information des signaux : Exemple 2
 |dentifier la bande de fréquence nécessaire a la transmission d’'un signal,
« Deétecter des anomalies, des defauts (ECG, Arcs electriques sur les cables d'alimentation d'un avion,

dent casseée dans un engrenage...)
* En eliminant des composantes indésirables : le bruit, certaines fréquences...
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Le traitement du signal : pourquol ?

— Pour extraire de l'information des signaux : Exemple 3

 |dentifier la bande de fréquence nécessaire a la transmission d’'un signal,
» Detecter des anomalies, des défauts (ECG, Arcs électriques sur les cables d’alimentation d’'un avion,

dent cassée dans un engrenage...)
* En éliminant des composantes indésirables : le bruit, certaines fréguences...

Usure des gaines d'isolation
— Arcs électriques
— Possible destruction d’'une partie du réseau d’alimentation de 'avion.




Signal d’alimentation contenant la perturbation

400 ¢

200 |

-200

-400 ° :
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— Pour extraire de l'information des sighaux :

Le traitement du signal : pourquol ?

Exemple 3

Identifier la bande de frequence necessaire a la transmission d’un signal,
Détecter des anomalies, des defauts (ECG, Arcs electriques sur les cables d’alimentation d’'un avion,

dent cassée dans un engrenage...)
En eliminant des composantes indésirables : le bruit, certaines freguences...

Détection de perturbations « annonciatrices »
(de frequences > 500 Hz noyées dans le 50 Hz)
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Le traitement du sighal a besoin d’outils...

Partie 1 : Sighaux et Systemes a temps continu
Courslad4

- Modeles de signaux,

- Qutils pour la représentation et I'analyse de signaux :

+ Representation frequentielle ou « spectre » (Transformée de Fourier, Densité Spectrale de Puissance : DSP),
+ Fonctions d’inter et d’autocorrélation.

+ Filtrage (linéaire, non linéaire) des signhaux a temps continu.
TD1

Etude de différentes modélisations d'un signal, calcul de fonctions d’autocorrélation et de spectres (TF, DSP)

TD2

Exercices sur le filtrage linéaire et non linéaire.



...qui doivent étre implantés en numerique

Partie 2 : Sighaux et Systemes a temps discret
Cours5av

- Numeérisation des signaux . échantillonnage, quantification.

- Numeérisation des outils pour la représentation et I'analyse de signaux (Transformée de Fourier Discrete,
DSP et fonctions d’inter et d’autocorrélation numérigues).

- Définition et implantation de filtres numeriques.

TD3

Etude de I'échantillonnage (impact, échantillonnage non ideal)

Mise en pratique (TPs et Projet)

Mise en place d'un modem de frequence repondant a la recommandation V21 de I'Union Internationale des
Telécommunications



Projet 2022 - 2023

Réalisation d'un modem selon la recommandation V21
de I'lITU (Union Internationale des Télecommunication)
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Projet 2022-2023

1- Construction du signal modulé en frequence

TFD ou DSP
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Projet 2022-2023

2- Démodulation par filtrage
Passe-haut
Passe-bas /

10" : | | SEI-E!ETFE du sigrlal recu II'E&- .é E@@aﬁ
Feponse en frequence du filtre passe-bas
Reponse en frequence du filtre passe-haut / j
1072 -
Filtre Détecteur :
ERYRER d’énergie o 1
Bits retrouvés :
Signal)r(rg)duléen 011100001 m'ﬁg lIMMM"Ir 1
fréquence Filtre Détecteur 5 Uil Wt
passe-haut d’énergie 108 T
10-10 ,_, 1
3 3
10712 E— _g
Synthese de ;
Filtres Numérigues
-16 | | | | | | | | |
10 25 2 1.5 g 05 0 0.5 1 1.5 2 2.5

Fréquence (Hz) x 104



Projet 2022-2023

3- Démodulateur FSK, rec. V21, sans et avec gestion d’'une erreur de synchronisation

Bits retrouvés :
011100001...

T, T
-

cos(2mFyt+6;)

Corrélateurs
- [
X (t)

= sin (E mFyt+6,)

x (1)
Signal modulé €
fréquence

—  cos(2mF,t)

Ts
— IS

cos(2mF;t)

W

Bits retrouves :
011100001...

Signal modulée
en fréequence ﬁw?, e
5 cos(2mF t+0,)
l.
5111{2 mF t+0,)

- Découverte des images cachees, calcul du TEB -



Des traitements en
temps reel ?

Traitement

numérique y(n)

r(n)—

Exemples :

— Temps de calcul en traitement numerigue du
Signal : — Estimation biaiséerde la fonction d’autocorrélation de i1:

N-—-1
Srati ” TR y(n) = %Z*f‘(ﬁ')ﬂ*(ﬁ' —n), n=0,..,N—1
Nombre d’opérations d’addition/multiplication N =

(MAC = Multiplication Accumulation) — Transformée de Fourier Discréte (TFD) de :
N-1
y(n) = Z.T(ﬁ')}u}‘_ﬂﬁ%. n==0....N—-1

V4 k:{]
— Temps réeel _ L . . i
— Filtrage numeériaue a reponse impulsionnelle finie de . :

N -1

y(n) est calculé avant que x(n+1) ne se présente yn) =S bpxz(n—=k), n=0,...,N -1
(T. secondes entre deux x(n) et x(n+1)) k=0



Rappels de traitement du signal

1- Signaux

2- Fonctions d’inter et d’auto corrélation

3- Transformée de Fourier

4- Densité spectrale de puissance

5- Filtres linéaires invariants dans le temps




Rappels de traitement du signal

1- Sighaux

2- Fonctions d’inter et d’auto corrélation

3- Transformée de Fourier

4- Densité spectrale de puissance

5- Filtres linéaires invariants dans le temps




Deterministes

Aléatoires

Classes de sighaux

Classe 1 : Deterministes, a energie finie

E = [, |«(t)[2dt = [ | X(f)]?df < oo

| Classe 2 : Deterministes, a puissance moyenne finie périodiques

Ty /2
P =15 g2 [e(0)]dt < o0

Classe 3 : Deterministes, a puissance movenne finie non péeriodigues

P = lim TIT]{?Q (t)]|*dt <

1'— o0

Classe 4 : Aléatoires et stationnaires

Définis par des propriéetes statistigues indépendantes du temps



Distributions

Dirac Peigne de Dirac
/ | 6(t — to) \ / 1 L () \
to T
Osit# Lo + 00
O(t —ty) = .
( O) {OO Stt =1, 1] T(t): z 5(t - kT)
+ o \\ k=—o0 /

\f_w 6(t—t0)dt=1/

Rque : {

Fonction de Heaviside

(ou echelon unité)

/ tu(t)

1 pourt > 0

u(t) = {O pourt < (

. J




Rappels de traitement du signal

1- Signaux

2- Fonctions d’inter et d’auto corréelation

3- Transformee de Fourier

4- Densité spectrale de puissance

5- Filtres linéaires invariants dans le temps




Déefinitions

Fonctions d’intercorrélation Fonctions d’autocorrelation
Classe 1 : Sighaux déterministes a énergie finie
Ryy(T) = / r(t)y™ (t — 7)dt R, (1) = /tzr(t)tz:*‘(t — 7)dt
R R
Classe 2 : Sighaux déterministes a puissance moyenne finie periodigues
1 To/? | To/2
Ryy(7) = / r(t)y  (t — 7)dt R.(7)= / o(t)a™ (t — 7)dt
Lo —T0/2 Lo —To/2
Classe 3 : Signaux deterministes a puissance moyenne finie non péeriodigues
1 1/2 T/
N T ()% _ 1
Roy(T) = ]lgléﬂf s v(t)y”(t — 7)dt R,(7) = lim — r(t)x™(t — 7)dt

T—}Ex::l'T —T/Z
Class 4 : Signaux aleatoires stationnaires

Ryy(T) = Elr(t)y™(t — 7)] R.(7)= Elu(t)c™(t — 7)]



Quelgues propriétes

Symetrie Hermitienne
R (—7) = Ry (7)

Valeur max
‘Ri‘-(ﬂ‘ < RI(O)

Distance antre x(t) et x(t-t) quand x est reel

d* [x(t). x(t — 7)) = 2[R.(0) — Ry(7)]



Rappels de traitement du signal

1- Signaux

2- Fonctions d’inter et d’auto corrélation

3- Transformée de Fourier

4- Densité spectrale de puissance

5- Filtres linéaires invariants dans le temps




Transformeée de Fourier

Définition X(f)= / r(t)exp (—j27ft) dt
R

o) = [ X5 exp (G2m st
Propriétés
Linéarité TF [ax(t) + by(t)] = aX (f) + bY (f)
TF [x(t — to)] = exp(—j27 ft0) X (f)

Translation

Modulation TF [« (t) exp(y27 fot)] = X (f — fo)

La TF transforme un produit en produit de convolution

Egalité de Parseval /‘E:(t)y*(t)dt _ /X(f)}ﬂ:(f)df
R R

—

_TF (1)




Tables de Transformeée de Fourier

TF |
TF 1 = 5 (f)
1| 1 : 5 {f,} — ]'
ar(t) +by(t) =  aA(f)+bY(f) e tremiol = 0 (f — Jfo)
.T(t — tg} e X{f}g_ﬂﬂfﬁ] 0 {f — 1"..[].} — E—iﬁ’.'rff[]
x(t)et =it — A(f = fo) Hlr (t) = LZ_;'? (t—kT) = 7 Wy 7 (f)
= (0 E X*(=/) E— .
5 (27 fot) — s 0 (f —fo)+0(f + Jo)l
i) . yt) =  X(H*Y(]) — =
=OLT0 — X(F) Y (P blllﬁjtiﬁnﬂ - o (f {{}%ﬂ 0 (f + fo)]
r(at + b) = ]%[X (%) ei2m o S p— — “:_;Tf. -
dI;;;HJ — (2w f)" X(f) [Ty (t) = T 5“:5;‘”?] =T sine(nT'f)
(—i2mt)" x(t) = dx;_,n;{ﬂ Ar (1) — I'sinc® (nT'f)
! Bsinc (rBt) = 5 (f)
TE-1 B sin ¢? (m Bt) = Ap(f)




Rappels de traitement du signal

1- Signaux

2- Fonctions d’inter et d’auto correlation

3- Transformée de Fourier

4- Densite spectrale de puissance

5- Filtres linéaires invariants dans le temps




Densité Spectrale de Puissance (DSP)

Définition
sz (f)=TF [ Ry(7))

Propriétés

— S, (f) estréelle
— Si x est reel alors S, (f) est réelle et paire
— S, (f) est positive



Densité Spectrale de Puissance (DSP)

Classe 1 : Sighaux déterministes a énergie finie

so(f) = |X(N)I
Classe 2 : Sighaux déterministes a puissance moyenne finie periodigues

so(f) =) lekl’8(f — kfo) avec x(t) =Y,y ck exp(j27k fot)

keZ
Classe 3 : Signaux deterministes a puissance moyenne finie non péeriodigues
| ) T/2
so(f) = lim —[X7(f)]" avec Xi(f)= / T/Qi:(t) exp(—j27 ft)dt

Class 4 : Signaux aleatoires stationnaires
sy (f) = TF[R.(7)



Puissance/Energie d’un signal

Classe 1 : x déterministe a énergie finie
+ 00 + 00
| x@rde= [ o

Classe 2 : x deterministe a puissance finie périodigue
To

1
PouFE =R,(0)= / sz (f)df T ) K \x(t)\ dt
R

Classe 3 : x deterministe a puissance finie non périodigue

lim = f |x(t)]|*dt

tooo T

Classe 4 : x aleatowe stationnaire

E[]x(0)]°]



Rappels de traitement du signal

1- Signhaux

2- Fonctions d’inter et d’auto corrélation

3- Transformée de Fourier

4- Densité spectrale de puissance

5- Filtres linéaires invariants dans le temps




Filtres lineaires invariants dans le temps

x(t) : T y(t) = h(t) * x(t)
TF | rF | | 77
X(f) Y(f) = H(f).X(f)

Pondération de la TF du signal d’entrée

y(0) = k(D) * x(£) = j

R x(t — w)du = f X R(E — Wdu = x(£) * h(D)
R

R
Linearité

T ayei(t) + aswa(t)| = a1 |x1(t)] + a2l |2 (t)]
Invariance dans le temps

Siy(t) =T [x(t)] alors T [x(t —ty)] = y(t —1o)



Filtres lineaires invariants dans le temps

T
x(1) - h(t) H(f) - Y(&) = h(t) * x(t)
TF l FT TFl I TF—l
_ Il Sighaux
e X() () =HD-X() déterministes !
Deéefinis par
" h(t) : réponse impulsionnelle Malis aussi

H (f) =TF|[h(t)] : réponse en frequence Ry, (t)=Ry(x)* h(7)

Ry (7)=Ry(1)* h() * h"(—1)
Sy(f) = Sx(f) IH(f)I?

Conditions de réalisabillité
— Causalité : h(t) = 0pourt <0
— Stabilité : f |h(t)]| dt < 400

Relations de Wiener
— Réponse impulsionnelle réelle : h(t) € R



Traitement Numerique du signal

1- Signaux numeriques
2- Transformée de Fourier Discrete (TFD)
3- Estimation des fonctions d’inter et d’auto corrélation

4- Estimation de la densité spectrale de puissance (DSP)
5- Filtrage numérique linéaire




Traitement Numérique du signal

1- Signaux numeriques
2- Transformee de Fourier Discrete (TFD)
3- Estimation des fonctions d’inter et d’auto corrélation

4- Estimation de la densité spectrale de puissance (DSP)
5- Filtrage numérique linéaire




Numeérisation du signal

Sighal analogique :
signal defini a tout instant par des

valeurs réelles

Signal numerigue :
sighal défini a des instants discrets

par un nombre fini de valeurs



Numeérisation du signal

Sighal analogique :
signal defini a tout instant par des

valeurs réelles

3

Numeérisation :
Echantillonnage + quantification

3

Signal numerigue :
sighal défini a des instants discrets

par un nombre fini de valeurs



Numerisation du signal : Echantillonnage

Signal échantillonné :
signal defini a des instants discrets par des valeurs reelles



Numerisation du signal : Echantillonnage

Signal échantillonné :
signal defini a des instants discrets par des valeurs reelles

Exemple :

+X(t) = sin (2rf, t)

AN
TR A




Numerisation du signal : Echantillonnage

Signal échantillonné :
signal defini a des instants discrets par des valeurs reelles

k = indice de I'échantillon

Exemple : |
x(kT,) = sin (2xf, KT,)

tX(t) = sin (27, 1) T, : période d’échantillonnage
G

++-|_ -|_++ "
N N + +
+ +
+ +
+ +
+ +
+ +
| +
> = N > temps
temps R +
+ +
+ +
+ +
+ +
+ + + +
++ +-|_ -|_+




Numerisation du signal : Echantillonnage

Est-iIl possible de conserver toute l'information dans la suite
d’échantillons preéleveés ?



Numerisation du signal : Echantillonnage

Est-iIl possible de conserver toute l'information dans la suite
d’échantillons preéleveés ?

Modélisation de I'échantillonnage :

re(t) = x(t) T, (¢)
Xo(f=7 X(F) * L1 (f) = F. 35 X(f = kE



Numerisation du signal : Echantillonnage

Est-iIl possible de conserver toute l'information dans la suite
d’échantillons preéleveés ?

Modélisation de I'échantillonnage :

re(t) = z(t) LT, (%)
Xo(f=7 X(F) * L1 (f) = F. 35 X(f = kE

Exemple:

| X(f)




Numerisation du signal : Echantillonnage

Est-iIl possible de conserver toute l'information dans la suite
d’échantillons preéleveés ?

Modélisation de I'échantillonnage :

re(t) = z(t) LT, (%)
Xo(f=7 X(F) * L1 (f) = F. 35 X(f = kE

Exemple:

Xe(f)| X(f)

-2F, ke 0 Fe 2F,



Numerisation du signal : Echantillonnage

Est-iIl possible de conserver toute l'information dans la suite
d’échantillons preéleveés ?

Modélisation de I'échantillonnage :

re(t) = z(t) LT, (%)
Xo(f=7 X(F) * L1 (f) = F. 35 X(f = kE

Exemple:

Xe(f)| X(f)

-2F, -Fe 0 | Ie 2F.




Numeéerisation du signal : Echantillonnage

Est-iIl possible de conserver toute l'information dans la suite
d’echantillons préeleves ?

Modélisation de I'échantillonnage :

ro(t) = z(t) Ulr (¢)

— 1 — n
Oul ca l'est ! Xe(f)_T_eX(f) * H—[Tl (f) — Fez X(f —kFe)
5 A uni condition : ‘ "
“=§ Fe = — > ZFmax Exemple' Possibilite d'isoler le spectre d'ordre O
T, X)) X(f) Perfirage passe-bas
E Condition : : f
° hannon P TS |
deS a O 'ZFE -FE —PT 0 % FE ZFE
Claude Elwood Shannon
(1916 -2001) Fmax Fe _ Fmax



Amplitude

Transformée de Fourier :

Exemple 1

temps

A

Quand on diminue la fréequence d’echantillonnage, les
péeriodisations se rapprochent et finissent par apparaitre dans
la bande occupeée par le signal générant du recouvrement :

F> 2F, ..

| ! | WA LR Al -h LM I ..Lu‘h’th‘ N UL ) J b, L u.juu.u 1, 5] IS RAIALY H«-.‘h.d-‘.j.ﬂ. ) A ...LJ;A&A I FIRAARMAN, | UL IURLONIEKY, o LJM- AR ), LMol

-4F, -3F, -2F -Ee Ee 2F. 3F. 4F
B I:max |:max

Transformee de Fourier du signal echantillonnéa F=F, . /12 :

K

e




Exemple 2 Image sous eéchantillonnée d'un facteur 2 :
256*256 pixels, quantifiée sur 8 bits

Image d'origine : ) o/ | i
512*512 pixels, quantifiée sur 8 bits BLEPE
7| 150 525 5 g
" B s S
100 s W
150 200 8
200 ®
| . 250
250 50 100 150 200 250

. Image sous échantillonnée d'un facteur 4 :
128*128 pixels, quantifiee sur 8 bits

350 el
400

450

500

50 100 150 200 250 300 350 400 450 500

100 &

120

20 40

120

" Effets de Moiré



Numerisation du signal : Quantification

Signal quantifié :
signal défini a chaque instant par un nombre fini de valeurs



Numerisation du signal : Quantification

Signal quantifié :
signal défini a chaque instant par un nombre fini de valeurs

Exemple :
) X(t) = sin (2xf, t)

temps

Dynamique
du signal




Numerisation du signal : Qua

ntification

Dynamique
du signal

Signal quantifié :
signal défini a chaque instant par un nombre fini de valeurs

temps

X

(t) =sin (2nf, t) € {V1, V2, V3, V4}
_ X(t) = sin (2xf, t)

Pas de gua

Dynamique du signal
Inb

ntification : q =



Numerisation du signal : Quantification

Peut-on conserver la méme information dans le signal
guantifie ?



Numerisation du signal : Quantification

Peut-on conserver la méme information dans le signal
guantifie ?

Non,
L'operation de
guantification est une
operation irréversible.




Numerisation du signal : Quantification

Peut-on conserver la méme information dans le signal
guantifie ?

Mais le signal quantifié et le signal non quantifié
peuvent cependant étre tres proches...

Non, Une opeération de guantification correctement réalisée va
L’opération de ajouter un bruit, dit bruit de quantification, au signal de depart
guantification est une (non quantifie).

operation irreversible. On montre que le rapport signal sur bruit (ou SNR) de quantification

est donné par :

signal non quantifie

= 6mb + constante

SNRy(dB) =10 log

P bruit de quantification

La constante dépendant du signal consideré




Exemple 1 Image d’origine Exemple 2

512*512,
Signal guantifié sur nb=16 bits => 216=65536 niveaux : Quantifiée sur 8 bits

N

" Amplitude .‘ ‘

-
-
%

q”|w||||ql| HH‘ “H|H|H”‘q" ‘mrw| ‘| ‘ ‘ ’ >

temps

50 100 150 200 250 300 350 400 450 500

Signal quantifié sur nb = 4 bits => 24 = 16 niveaux :

Image quantifiée sur 4 bits Image quantifiee sur 2 bits

N

" Amplitude "\:'

b g4 2 - : - r—— .
- . -.., . : ..- . - : 1:'-' -':E

| v
| | I | | | g 4 ﬁﬁf 'tp%-ﬁ--w = - S ?-.w ﬁﬁf ﬂw i

J..

50 100 150 200 250 300 350 400 450 500 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500



Numerisation du signal : Echantillonnage + Quantification

Signal numeérique :
signal defini a des instants discrets par un nombre fini de valeurs
= sighal échantillonné et quantifié



Numerisation du signal : Echantillonnage + Quantification

Signal numeérique :
signal defini a des instants discrets par un nombre fini de valeurs
= sighal échantillonné et quantifié

Exemple 1 : t x(kT,) = sin (2nf, kT,) € {V1, V2, V3, V4}
V1(00) | - S |
V2(01) |-
> temps
V3(11)
vaoy | | e

T, : periode d’echantillonnage

Finalement I'information binaire associ€e a cette sinusoide, ou
sinusoide numerisée, va étre donnée par :

010101000000000000



Numerisation du signal : Echantillonnage + Quantification

Signal numeérique :
signal defini a des instants discrets par un nombre fini de valeurs
= sighal échantillonné et quantifié

O ri g i n aI i m ag e : Quantification : 8 bits

Exemple 2 : 512*512,
Quantized on 8 bits

512 pixels

‘ : - ! LY v
r” AR
W e A iz : Wl
R o ' Iy = 2 ' ra. eve
S e AN ARy, : ~ N |
L et . | UATVWY ] . - \
W - ‘. y * N - ')“" : M) "”- - ¥ (NS .I’ fali,
.".‘.‘ _c.‘. ! ¢ o\ 'R iz . ‘."" VLR v
L . AN v - » o0 ',.'
'.\‘~ ....‘ 'l .:.:f\ . }" ’ Q /. ,:‘.‘
N WA " v J v,
PRI N £l a.l I lOI lg
.~_‘.‘§ ::\‘-\ .\‘_": .‘II'. '\| ) 'f
RVANANTY I /
NN I / \
AT AN LAY Y/
R A o YN
N A N
AN : N [N "
X -'\“,“:\\ . SN ) ("/ .{l W / ‘
22 A AT

50 100 150 200 250 300 350 400 450 500

<€ >

512 pixels



Génération d’un signal numeérique

Exemple
x(t) = cos (27 fot); fo =100 H=z

Génération du signal :

t— 0:T,: (N —-1)T1,]

T, 7

1- T, =100 Hz
2-T,>5ms
3-T.<5ms



Génération d’un signal numeérique

Exemple
:{:(t) — CDS (Zﬁfnf)j f{] — 100 H = Transformée de Fourier :
1
X(f)=—=(0 S(f —
Génération du signal : (/) 2( (f + fo) +0(f = fo))
t— |0:1.: (N —1)T1;
0:T.: (N —1)T.] N
T, 7 T T
1- T, =100 Hz —100 100 F(H>)

2-T,>5ms
3-T.<5ms



Génération d’un signal numeérique

Exemple
:{:(t) — CDS (Zﬁfnf)j f{] — 100 H = Transformée de Fourier :
1
X(f)=—=(0 S(f —
Génération du signal : (/) 2( (f + fo) +0(f = fo))
t— |0:1.: (N —1)T1;
0:T.: (N —1)T.] N
T, 7 T T
1- T, =100 Hz —100 100 F(H>)

2-T,>5ms
3-Te<SmSs Fax=100 Hz



Génération d’un signal numeérique

Exemple
r(t) = cos (2w fot); fo =100 H= Transformée de Fourier :
1
X(f)=5@0(f+fo)+0(f -
Géneration du signal : (/) 2 (0(f+ fo) +0(f = fo))
t— |0:1.: (N —1)T1; A
[ ( ) Te] X0
T, 7 T T
1- T, =100 Hz —100 100 F(H>)
2-T,>5ms
3-Te<oms Fpnax=100 Hz

F,=—>2E =T, <5ms

Te



Génération d’un signal numeérique

x(t) = cos (27 fot); fo =100 H=
TF du signal :

X(f) = 5 (6 (f + fo) +5(f — fo))

Tracé du module de la TF du signal :

+ X))
T T . f(H2) = E. .,—100 Hz
~100 100
Tracé du module de la TE du signal échantillonné : X (f)] Possibilite d’isoler le spectre d’ordre 0

N »  par filtrage passe-bas

—Fe Foo—100 () 100 R ke 2F,
2 2

SO O N N S SO S o



Génération d’un signal numeérique

Exemple
x(t) = cos (27 fot); fo =100 H=z

Code Matlab

(Suréchantillonnage d’'un facteur 5)

/ %Parametres

f0=100; %frequence du cosinus

Te=1/Fe; %periode d'echantillonnage
N=101; %nombre d'échantillons

%Geénération du signal
X=cos(2*pi*fO*[0:Te:(N-1)*Te]));

%Tracé du signal

\figure; plot(x)

~

Fe=1000; %fréquence d'échantillonnage

Signal obtenu :

/




Génération d’un signal numeérique

Exemple
x(t) = cos (27 fot); fo =100 H=z
Code Matlab

(Suréchantillonnage d’un facteur 5) ) Signalobtent
| ik

/?/Oozi(r)%metre;)fréquence du cosinus \ 0:6 E\ E\ \ \ \ \ \ \ \ \
Fe=1000; %fréquence d'échantillonnage o :\ /:\ /\ /\ /\ /\ /\ /\ /\ /\ /
Te_:llF.e; %période d'lé,chanti_llonnage . i\ /i\ /\ /\ /\ /\ /\ /\ /\ /\ /
N=101; %nombre d'échantillons O:\ /.\ /\ /\ /\ /\ /\ /\ /\ /\ /
%Genération du signal _0_2:\ /:\ / \ / \ / \ / \ / \ / \ / \ / \ /
x=c0S(2*pi*f0*[0:Te:(N-1)*Te]) el L
AN BN RYiRviRViAliAViatiar
figure;plot(x% 085\/5\/ \/ \/ \/ \/ \/ \/ \

\_ / TV VIV VY

L i
Une péeriode = 10 secondes ??



Génération d’un signal numeérique

— T
Exemple éériode = 10 échantillons de@

x(t) = cos (27 fot); fo =100 H= — .~

Code Matlab ; Signal obtenu :
(Surechantillonnage d’un facteur 5) : '\ ﬁ
%Parametres : :\ \ \ \ \ \ \ \ \ \ :
/fO:loO; %frequence du cosin_us \ 0:4 :\ / \ / \ / \ / \ / \ / \ / \ / \ / \ /:
Fef1ooo_; ?fr?quencel,d'écha}ntlllonnage o :\ / \ / \ / \ / \ / \ / \ / \ / \ / \ /:
iAol e i RN A

| NHE N AN ANARARARANE
%Génération dusignal wel b L
KEcos(ZprOfoTe: (N1 Te)) ANIBTIRNIRVIRVIRNIRTINRIRTINGE:
06Tracé du signal R ATRETRRRR R

IR R > n° d’echantillon !!

figure; plot(x) RN
\ / qQq 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
|

€ >




Génération d’un signal numeérique

Exemple
x(t) = cos (27 fot); fo =100 H=z
Code Matlab

(Suréchantillonnage d’'un facteur 5)

Signal obtenu :

iR -
/;%faramétres \ O;:K /;\ 1 T T

100, Y%fréquence du cosinus L O O 1
Te-wFe,  obpéroce déchantlomnage 3t o
N:100;’ %nombre d'échantillons O:\ /i\ / \ / \ / \ / \ / \ / \ / \ / \ /
Gneaton d sina iR riig
x:cos<,2*pi*f.0*[o:Te:(N-l)*Te]); \\ // \\ // \\ // \\ // \\ // \\ // \\ // \\ // \\ // \\ //

kfféﬁ‘?‘?m‘étw i

Il Echelle temporelle a donner ! /

001 002 003 004 005 006 007 008 0.69 0.-1 > Temps (SECOndES)
| l
l
Une période = 0,01 secondes



Traitement Numerique du signal

1- Signaux numeriques
2- Transformée de Fourier Discrete (TFD)
3- Estimation des fonctions d’inter et d’auto corrélation

4- Estimation de la densité spectrale de puissance (DSP)
5- Filtrage numérique linéaire




Transformeée de Fourier Discrete

Transformée de Fourier (TF) Transformée de Fourier Discrete (TFD)
400 » P . o N—-1
X(f) = / x(t)e™ ik QL BTol : X(n)= Z ;E(ff){i_jgﬂ%, n=20,..N—-1
—00 Comment ? P



Transformeée de Fourier Discrete

Transformée de Fourier (TF) Transformée de Fourier Discrete (TFD)
+00 Y D . A N-1
X(f)= f x(t)e™ Tt Qe BTol : X(n)= Z ;E(ff){i_jgw%, n=20,..,N—-1
—00 Comment ? P

1- Echantillonnage temporel

I(t} — {I{‘EETE}}I::—:-:«,...,—I—&J



Transformeée de Fourier Discrete

Transformée de Fourier (TF) Transformée de Fourier Discrete (TFD)
+00 | . A N-1
X(f) = f ;If(t){f:_jgﬂft Pourquol * : X(n) = Z ;Ir(ﬁ.':)f:_j%%g n=20,..N—-1
—00 Comment ? P

1- Echantillonnage temporel

I(t} — {I{;ETE}}I:=—:-U,....,—|-C{:

2- Durée limitee du signal

x(t) pourt € [0, L]

0 ailleurs

x(t) = xp(t) = {



Transformeée de Fourier Discrete

Transformée de Fourier (TF) Transformée de Fourier Discrete (TFD)
+oc . . A N-1
X(f) = [ ;'E?(t){f'_jgﬂft Pourquol * ; X(n) = ;'E.'Uﬂ){f'_jgﬁ%g n=20,..N—-1
J—c Comment ? =0

1- Echantillonnage temporel

I(t} — {I{‘EETE}}L::—::J._...._—I—m

2- Durée limitee du signal

x(t) pourt € [0, L]

0 ailleurs

x(t) = xp(t) = {
1+2 => Echantillonnage temporel + durée limitée de signal

x(t) = {x(kTet—o. N1

- ¥




Transformeée de Fourier Discrete

Transformée de Fourier (TF) Transformée de Fourier Discrete (TFD)
+oc . . A N-1
X(f) = [ ;'E-'(t){i"_jg?rft Pourquol * ; X(n) = ;ztr(ﬁ.r){:-'-_jg”%g n=20,..N—-1
J—c Comment ? =0

1- Echantillonnage temporel

I(t} — {I{'IEET'E'}}.I.:=—:G._..-._—I-E¢

2- Durée limitée du signal

x(t) pour t € [0, L]

0 ailleurs

x(t) = xp(t) = {
1+2 => Echantillonnage temporel + durée limitée de signal

x(t) = {x(kTet—o. N1

- ¥

3- Echantillonnage freguentiel

X(f) — {X(ﬂ-ﬂf}}n=n.._.,ﬁ—1



Transformeée de Fourier Discrete

N-1
X(n) = Z I(k)e_jgw%, n=20,....N—1
k=0
Exemple

x(t) = cos (27 fot): fo =100 H=

TF du signal :
X(f) =5 (6(F + fo) +5(f — fo))

Tracé du module de la TF du signal :

—100 100 f(HE}



Transformeée de Fourier Discrete

N-—-1
X(n) = Z ;r(ff)e_jgw%, n=20,....N—1
k=0
Exemple
x(t) = cos (27 fot): fo =100 H =
Code Matlab :
TF du signal : %Parameétres
1 f0=100; %fréquence du cosinus
X(f)==0(f+ fo)+(f—fo)) Fe=1000; %fréquence d'échantillonnage
2 Te=1/Fe; %periode d'échantillonnage
N=100; %nombre d'échantillons

Tracé du module de la TF du signal :

%Geénération du signal
X=cos(2*p1*f0*[0:Te:(N-1)*Te]);

%Trace du signal

T T figure; plot(x)

> %Calcul de la TFD du signal
X=fft(x);

%Tracé du module de la TFD du signal
figure; plot(abs(X))

—100 100 f(HE}




Transformeée de Fourier Discrete

Exemple

x(t) = cos (27 fot): fo =100 H =

TF du signal :

X(f) =5 (6(F + fo) +5(f — fo))

Tracé du module de la TF du signal :

—100 100

N-—-1
X(n) = Z ;r(fs:)e_jgw%, n=20,....N—1
k=0
Code Matlab :

%Parametres
f0=100; %fréquence du cosinus

Fe=1000:;
Te=1/Fe;
N=100;

~

%fréequence d'échantillonnage
%peéeriode d'echantillonnage
%nombre d'échantillons

%Geénération du signal
X=cos(2*p1*f0*[0:Te:(N-1)*Te]);

%Trace du signal
figure; plot(x)

%Calcul de la TFD du signal
X=fft(x);

Trace du module de la TFD obtenu :

%Tracé du module de la TFD du signal
figure; plot(abs(X))

50

45

40

35

30

25

20

15

10

AN BN

0 20 40 60 80 100
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Transformeée de Fourier Discrete

Exemple

x(t) = cos (27 fot): fo =100 H =

TF du signal :

X(f) =5 (6(F + fo) +5(f — fo))

Tracé du module de la TF du signal :

—100 100

N-—-1
X(n) = Z ;r(fs:)f:_jgw%, n=20,....N—1
k=0
Code Matlab :

%Parametres
f0=100; %fréquence du cosinus

Fe=1000; %frequence d'échantillonnage
Te=1/Fe;
N=100;

%peéeriode d'echantillonnage
%nombre d'échantillons

%Geénération du signal
X=cos(2*p1*f0*[0:Te:(N-1)*Te]);

%Trace du signal
figure; plot(x)

%Calcul de la TFD du signal
X=fft(x);

Trace du module de la TFD obtenu :

%Tracé du module de la TFD du signal
figure; plot(abs(X))

50

45

40

35

30

25

20

15

10

5

o

Deux ¢osinus ?
—— /
/
0 20 2 60 o 100 120




Transformeée de Fourier Discrete

N—-1
X(n) = Z ;r(fs:)f:_jgw%, n=20,....N—1
k=0
Exemple
x(t) = cos (27 fot): fo =100 H = ]
Code Matlab Tracé du module de la TFED obtenu :
TF du signal . %Parametres i | | ' | | o
1 f0=100;  %fréguence du cosinus 45 Deux €osinus ?
X(f)==0(f+ fo)+(f—fo)) Fe=1000; %fréqguence d'échantillonnage 10 ,///’,7‘
2 Te=1/Fe; %periode d'échantillonnage _ /
N=100;  %nombre d'échantillons % /
30

Tracé du module de la TF du signal :

%Geénération du signal
X=cos(2*p1*f0*[0:Te:(N-1)*Te]);

25

20
%Trace du signal 15
T T figure; plot(x) -
> %Calcul de la TFD du signal 5
—100 100 X=11t(x); O'Jik' ' : : o :
f(H E} 0 20 40 60 80 90 f)lOO 120

, | 10 ?
%Traceé du module de la TFD du signal
figure; plot(abs(X))

de frequences 10 et 90 Hz ?



Transformeée de Fourier Discrete

Transformée de Fourier (TF) Transformée de Fourier Discrete (TFD)
+00 | _ N-1
X(f) = [ x(t)eI4m It Quels Impacts ?? X(n) = ;'E?(ﬂT){?'_jETT%g n=0,.,N—-1
o —00 el k=0

1- Echantillonnage temporel

I(t} — {I{‘EETE}}L::—::J._...._—I—m

2- Durée limitée du signal

z(t) pour t € [0, L]

0 ailleurs

r(t) = xp(t) = {

1+2 => Echantillonnage temporel + durée de signal limitée

x(t) = {x(kTet—o. N1

- ¥

3- Echantillonnage freguentiel
X(f) = A X(nAf)} o0 N_1




Exemple

F.> 2F

max

Transformeée de Fourier Discrete

Echantillonnage temporel

x(t) = cos (2w fot); fo =100 H=z

11X ()]

B RN

“oF,

F.<2F

max

_FE 100 () 100 | Fe

F. F.
2

|X{)]

BRI

_QFE _F WFE 2F,

Recouvrement spectral
(Aliasing)




Transformeée de Fourier Discrete

Echantillonnage temporel

> f(Hz)

Exemple x(t) = cos (27 fot); fo =100 H=
X ()] |
L T L |1 [ 1 .
—2k —F. ~100 () 100 E, 2F,
- fo Fe — fo

Visualisation sur [0, F_] :



Transformeée de Fourier Discrete

Echantillonnage temporel

> f(Hz)

Exemple x(t) = cos (2w fot); fo =100 H=z
[ X(f)] :
—2F, —F. ~100 () 100 Fe 2F,
: fD FE - fl:l E
Viéualisation sur [0, Fle] :
X ()] ¢ .

& G
T i T i > HE

0 100 1 900 K JiHz)

f[} Fe Fe_fl]i



Transformeée de Fourier Discrete

Echantillonnage temporel

Exemple z(t) = cos (2w fot); fo =100 H=

X (f / mals un seul cosinus

>

A S N SO N | U
—2F, —F. 100 () 160 \/ Fe 2F
- fo Fe — fo
Viéualisation sur [0, Fe] :
X(f)] 4 % ®
I N

() 100 | 900



Transformeée de Fourier Discrete

Echantillonnage temporel

x(t) = cos (2w fot); fo =100 H =

Exemple
Code Matlab :
ﬂii&%?etrec;,fréquence du cosinus \ Tracé du module de la TED obtenu :

Fe=1000; %frequence d'échantillonnage
Te=1/Fe; %période d'échantillonnage

50¢ r F

|
C C | ‘
| .
N=100: %nombre d'échantillons 45 @ | @ Deux cosinus ? Non un seul !
40 | ,///7
%Geénération du signal 1 /

35

x=cos(2*pi*fO*[0:Te:(N-1)*Te]); /

30

%Trace du signal oe
figure; plot(x)

20

%Calcul de la TFD du signal 15
X=fft(x);

10

%Tracé du module de la TFD du signal >
\figure; plot(abs(X)) / O(_)J LZTE.——JJ L : >

40 60 80 100 120




Transformeée de Fourier Discrete

Transformée de Fourier (TF) Transformée de Fourier Discrete (TFD)
00 . N—1
X(f) :/ z(t)e T2t Quels iImpacts ?? Z 2(k)e 2% pn=0,... N —1

1- Echantillonnage temporel

— Peériodisation de la TFD
r(t) = {2(kTe) e o o — !l Respecter la Con,dition de Shannon !!
— Il Lecture des traces !!




Exemple

Transformeée de Fourier Discrete

Il Echelle frequentielle !!

x(t) = cos (2w fot); fo =100 H =

Code Matlab :

%Parametres
f0=100; %frequence du cosinus

Fe=1000; %fréequence d'échantillonnage
Te=1/Fe; %période d'échantillonnage
N=100; %nombre d'échantillons

%Geéneration du signal
x=cos(2*pi*f0*[0:Te:(N-1)*Te]);

%Tracé du signal
figure; plot(x)

%Calcul de la TFD du signal
X=fft(x);

%Tracé du module de la TFD du signal
figure; plot(abs(X))

)

Trace du module de la TFED obtenu :

50

I
: : _
45 P : ) Deux cosinus ?
|
1 | >, Nonun seul!
] /
35 — : /
30 :
25 E
|
20 :
|
15 !
|
10 :
|
(AN i AN
% ' 20 0 | 60 80 100 120
11 | 92

frequences f,=11 Hz et F.- f{,=92 Hz ??



Transformeée de Fourier Discrete

Il Echelle frequentielle !!

Exemple (t) = cos (27 fot); fo =100 Hz=

Code Matlab : Traceé du module de la TFED obtenu :

%Parametres 5. | _ i
f0=100; %frequence du cosinus !
| ®

|

|

Deux cosinus ?

Fe=1000; %frequence d'échantillonnage @
Te=1/Fe; %periode d'échantillonnage 40 —
N=100: %nombre d'échantillons - 3 — ]
%Génération du signal 30

x=cos(2*pi*f0*[0:Te:(N-1)*Te)); 25

, . 20
%Tracé du signal

figure; plot(x) 15

10

%Calcul de la TFD du signal

X=fft(x); ° | Jk

o -
%Tracé du module de la TFD du signal 0 11ieme® 40
figure; plot(abs(X)) 1

<€

-JF— - > N° d’échantillon

50 80 §oiemd0 120 i f
Pas la freguence en Hz !!
100 4
>

Taille du vecteur =100 échantillons



Transformeée de Fourier Discrete

Il Echelle frequentielle !!

Exemple x(t) = cos (2w fot); fo =100 H=
Code Matlab : Tracé du module de la TED obtenu :

|

%Parametres - !

f0=100;  %frequence du cosinus ] | | —~  Deux cosinus ? Non un seul !

Fe=1000; %frequence d'echantillonnage 45 @ ! )

Te=1l/Fe; Ypériode d'échantillonnage 40 E—— — | 7

N=100; %nombre d'echantillons e — | /
' /
I

%Genération du signal 30 |

x=cos(2*pi*f0*[0:Te:N*Te]); - !
|

%Tracé du signal 20

I
figure; plot([0:Te:N*Te],x) 15 !
I

10

%Calcul de la TFD du signal

X=fft(x); 5 i
J\ — *K > Fréequence (Hz)

U ] ]
0 100 200 300 400 500 600 /00 800 900 1000
|
|

%Tracé du module u signal f
figure; plot(linspace(0,Fe,length(X))abs (X)) O o

Il Echelle frequentielle a donner !

|:e'fO F
=




Transformeée de Fourier Discrete

Il Echelle frequentielle !!

Exemple z(t) = cos (2m fot) ; fo = 100 H =

Code Matlab :
\ X ()] 4
%Parametres 50 - _ _ _ _
K():loo; %fréguence du cosinus \

Fe=1000; %fréguence d'échantillonnage 45

Te=1l/Fe; Ypériode d'échantillonnage 40 . ,
N=100; %nombre d'échantillons N /J‘ Spectre repositionne
o Généeation du <ianal C autour de O
oGénération du signa 30 : .
Xx=C0s(2*pi*f0*[0: Te:N*Te]): . ( —(fonction fftshift sous Matla
N
%Traceé du signal 20

figure; plot([0:Te:N*Te],x)

15

%Calcul de la TFD du signal 10
X=fft(x);

5
%Traceé du module de la TFD du signal O a0n 00 200 100 0 100 200 00 200 o > Fréquences (Hz)
figure; pIot(Iinspace(-Fe/Z,Fe/2,|ength(X)

- F./2 -f, 0 f, Fo/2




Transformeée de Fourier Discrete

Signal de durée limitee

Exemple
x(t) = cos (27 fot); fo =100 H=z

ool Signal de durée limitée




Transformeée de Fourier Discrete

Signal de durée limitee

Exemple
x(t) = cos (27 fot); fo =100 H=z

ool Signal de durée limitée

Signal de durée illimitee X Fenétre de troncature

\

v




Transformeée de Fourier Discrete

Signal de durée limitee

Exemple
x(t) = cos (2w fot); fo =100 H=z

X (Ol

>

TF du signal de dureée illimitée :

x(t) = X(f) . HH)

—100 0 100



Transformeée de Fourier Discrete

Signal de durée limitee

Exemple
x(t) = cos (2w fot); fo =100 H=z

X (Ol

>

TF du signal de dureée illimitée :

TF
x(t) = X(f)

> f(Hz)

—100 0 100

TF du signal a duree limitée = TF du signal a durée illimitéee % TF de la fenétre modélisant la troncature :

(X (f) =W (f)l

AAAAA:/\AAA S f ( H E)

0 100

>

TF
x(Ow () = X(f) * W(f)

|
ok
E j— — _— —
-



Transformeée de Fourier Discrete

Signal de durée limitee

Problemes poses :

Exemple 1 Exemple 2
Somme de deux cosinus proches en fréquences Somme de deux cosinus dont un de faible puissance
AA [ AA A A
. f(H>) ¢ ¢ > f(H?z)




Transformeée de Fourier Discrete

Exemple 1

Signal de durée limitee

Problemes poses :

Somme de deux cosinus proches en frequences

AA

A

AA

> f(H

Z

)

Exemple 2
Somme de deux cosinus dont un de faible puissance
A | A
i\ ik > f(H=z)
0
| |
| [
: N LS (H )



Transformeée de Fourier Discrete

Signal de durée limitee

Problemes poses :

Exemple 1 Exemple 2
Somme de deux cosinus proches en fréquences Somme de deux cosinus dont un de faible puissance
AA [ AA A A
! . f(H>) t : ¢ . f(H>)
-
II'Un seul cosinus !! /@ ® . !lUn seul cosinus!!

I l
I I
I |
z) - S o ~—— f(H=z)




Transformeée de Fourier Discrete

Signal de durée limitee

Problemes poses :

Exemple 1 Exemple 2
Somme de deux cosinus proches en fréquences Somme de deux cosinus dont un de faible puissance
AA [ AA A A
: > f(H>) t : - > f(H>)
AN

IlUn seul cosinus!!  £1® . 11Un seul cosinus !!

N LI  f(H?)

= L'analyse spectrale NUMERIQUE aura :

un certain pouvoir separateur et un certain taux d’ondulation
Capacite a séparer des motifs spectraux proches en fréquences Masquage de motifs spectraux de faibles puissances



Transformeée de Fourier Discrete

Signal de durée limitee

Exemple

x(t) = cos (2w fot); fo =100 H=z

Signal de durée
limitee

Signal de duree illimitée

]

X Fenétre de troncature

de durée T : w(t)
1 (\/\(\(\/\/\(\MM/\

L]

||




Transformeée de Fourier Discrete

Signal de durée limitee

Exemple

x(t) = cos (2w fot); fo =100 H=z

Sinus
ZZ\ Signal de durée cardinal W(f)l

\\\\\\\\\\\\H\

\\ / \\ / \\ / \\ / \\ / \\ / \ / \\ / \ / \\ / o |7

ol LU

\\ / \\ / \\ / \\ / \\ / \\ / \ / \\ / \ / \ /
i Se illimité RN x Fenétre de troncature TF
Signal de d\u{ree illimitée / F i (tjurge EI' | w(t)t N /\/\AA

5 2 1 | ]
T  FTT 7T
A A A AR

> f(Hz)



Transformeée de Fourier Discrete

Signal de durée limitee

Exemple

x(t) = cos (2w fot); fo =100 H=z

Sinus
ZZ\ Signal de durée cardinal W(f)l

BN R
0.2\1\1\1\1\1\1\1\1\1\1 limitee
0 1/ S
i _
el LT = Amplitudes
B \V( \V( \V( \V( \V( \V( \V( \V( \V( \V( des ondulations
Signal de durée illimitée O x Fenétre de troncature TF R B
\ / de durée T : w(t) — — /”\g/\f\ . f(H>)
12
MM/\/\/\/\/\/\/\/\MM/\/\(\M/\/\/\/\/\/\/\/\MM/\/\/\/\/\/\W\/\(\/\M(\/\ T T T TT
= Pouvoir sébarateur
LUVU OV RV vy VL vy v iy vy rvvyd




Transformeée de Fourier Discrete

Signal de durée limitee

Exemple

x(t) = cos (2w fot); fo =100 H=z

ol | ,

SNy S'enel ae durée

NiNIRININININInInY imitee

RN

AN AN AN/NANNN

AN AR AN ANy

ol L

_ojo \v(m \v(m \v(30 \v(40 \v(50 \v(w \v(m \V(SO \v(% \v(m  Feratre de troneature TF
ignal de durée illimitée de durée ‘
sonele d\ . “ / E(:hantillonnée-r:w(k)/m\/m\/\/\I
/\/\/\M/\/\/\/\/\/\M/\/\M/\W(\/\/\/\/\/\/\(\M(\/\/\/\/\/\(\/\/\M(\M(\MM _F, ()
..... U\JU vauuuvbvdvvvvvvvvvdvvvvvvvbvdvvvvvv




Transformeée de Fourier Discrete

Signal de durée limitee

Utiliser d’autres fenétres de troncature (fenétre de pondération, d'apodisation) ?

0.8

0.7

0.6

0.5

Exemples
Traces des fenétres de troncature Tracés des TF des fenétres de troncature
.::1::1::1mmmmm::1::1::1::1::1::1::...ﬁuw}_%:&:Fz::1::1::1::1::1::1::1::1::1::1::1::1::1:.- C C C C C C C C C
L el ST ryaei i
E}F %ﬁ . Différents tau
i Tt d’ondulation
&t +
1+ -
TF +
ot -
j_- + 1 ﬁ
T T
+ +-
ot 1+ -
b o
P + T
F o . e s . ,
oF LR 4r Différents pouvoirs séparateurs l
- o B
f Qﬁ - rectangulaire ﬁL ﬁ+ =N |
j:' ﬁ - Hamming f-% ﬁ rectangulaire
o + Blackman T 6 Hamming 1
& o
ﬁ iy JE_@_E%-r_ 7. Blackman 1
AL [ [ r [ [ r r T Tt -8 - r r r r r r r r r i

10 20 30 40 S0 60 70 80 90 100 -0.08 -0.06 -0.04 -0.02 0 0.02 004 006 008 0.1



Transformeée de Fourier Discrete

Signal de durée limitee

Utiliser d’autres fenétres de troncature (fenétre de pondération, d'apodisation) ?

Exemple 1 : somme de deux cosinus proches en freguences

M F f|3 M

%fenétre naturelle :

X=X1+X2; |
%Exemplel X_V1=fft(x,4096): 0 !
YoParametres %fenétre de hamming < fenetre naturelle ">
f1=200; %fréguence du cosinus 1 w=window(@hamming,length(x)); - L L L L i L L
f2=207: %fréquence du cosinus 2 X=(X1+X2). AW, ‘ :
Fe=1000; %frequence d'échantillonnage X_V2=fft(x,4096); . |
Te=1/Fe; %période d'échantillonnage % Tracés 107 | :
N=100; %nombre d'echantillons figure - | :

- | subplot(2,1,1) 1 ﬂm m | m m ]

“oGeneration du signal plot(linspace(0,1,4096),log10(abs(X_V1))); WWW 0.2 ﬂ%““ 04 05 06 *””“ﬂmjﬂ 0.8 ﬂ%ﬂﬂwwﬂi
x1=cos(2*pi*f1*[0:Te:N*Te]); title(‘fenetre naturelle’); L
x2=cos(2*pi*f2*[0:Te:N*Te]); subplot(2,1,2) - w

plot(linspace(0,1,4096),log10(abs(X V2)));
title(‘fenetre de Hamming');
10 -

|

r r r r r r r r 1|
01 0?2 03 04 05 06 07 08 09 1

L
|
l
I
|
|
|
I
I
|
!
|




Transformeée de Fourier Discrete

Signal de durée limitee

Utiliser d’autres fenétres de troncature (fenétre de pondération, d'apodisation) ?

Exemple 2 : somme de deux cosinus proches de puissances differentes

%Exemple 2
%Parametres
f1=200; %fréquence du cosinus 1
f2=320;  %fréquence du cosinus 2

Fe=1000; %frequence d'échantillonnage
Te=1/Fe; Ypériode d'échantillonnage

N=100; %nombre d'échantillons

%Geénération du signal
x1=cos(2*pi*f1*[0:Te:N*Te]);
x2=0.005*cos(2*pi*f2*[0: Te:N*Te)),
X=X1+X2:

%fenetre naturelle

X=fft(x,4096);

figure

subplot(3,1,1)
semilogy(linspace(0,1,4096),abs(X));
axis([0 1 10”5 1075])

title(‘fenetre naturelle’);

%fenetre de hamming
w=window(@hamming,length(x));
X=(x1+x2).*w.",

X=fft(x,4096);

subplot(3,1,2)

semilogy(linspace(0,1,4096),abs(X));

title(‘fenetre de Hamming');

%fenetre de blackman
w=window(@blackman,length(x));
%w=blackman(N);

X=(x1+x2).*w.",

X=fft(x,4096);

subplot(3,1,3)

semilogy(linspace(0,1,4096),abs(X));

title(‘fenetre de Blackman’);

A

10°

10

E

< fenetre
L L

dt
|
|
|
|
|

02

0.5

0.9

-

0.2

r
0.3

< fenetre de I B@

0.9

0.2

0.9




Transformeée de Fourier Discrete

Signal de durée limitee

Utiliser d’autres fenétres de troncature (fenétre de pondération, d'apodisation) ?

Exemple 3
fenetre naturelle
= 100 " | o 1
/ \ 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1
Ce signhal est une somme de cosinus. Fréquences normalisées
Il comprend ) fenetre de Hamming
_L 10 C C C C C C C C C
: S .0
1- Deux cosinus x 10 - o o N S
2- Trols cosinus 1025 r r r r r : : : : t
3 . 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
- Quatre C.OSIHUS Fréguences normalisées
\ 4- Je ne sais pas répondre / fenetre de Blackman
0 L L L L L L

10 - | -

Xl

r r r r r r r r r r

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
Fréguences normalisées




Transformeée de Fourier Discrete

Signal de durée limitee

Utiliser d’autres fenétres de troncature (fenétre de pondération, d'apodisation) ?

4 cosinus .
3 de puissances identiques
1 de plus faible puissance

—

(Xl

(Xl

IX ()l

10

10 -

10

107+

10

Exemple 3

|
fenetre :naturelle

L I L
|
v |

|
r r r r r

@ ;

0.1

0.2

03 04 05 06 07
Fréguencesinormalisées
fenetre dq' Hamming

0.8

0.9

L L L L L
|

|
r r Ir r r

0.2

03 04 (95 06 0.7
Fréquences: normalisées

fenetre dea Blackman
|

0.8

|
|
|
r r F r r

0.1

0.2

03 04 05 06 07
Fréquences: normalisées

0.8

0.9

&9
3 cosinus

de puissances identiques

&9
2 COSINUS

de puissances identiques
Mais quelque chose de bizarre...

>
3 cosIinus @

de puissances differentes



Transformeée de Fourier Discrete

Transformée de Fourier (TF) Transformée de Fourier Discrete (TFD)
+00 | _ N-1
X(f) = [ ;'Er(t){i'-_jgwft Quels impacts ?? X(n) = ;ztr(ﬁ.r){:-'-_jg”%._ n=0,...N—1
J —oo -_— > k=0

1- Echantillonnage temporel — Périodisation de la TED

1 — Il Respecter la condition de Shannon !!
v(f) = A2(kTe) e oo, o0 = Il Lecture des tracés !

2- Sighal de durée limitée

v(t) = 2 (t) = x(t) pourt € |0, L] — Distorsion de la TFD attendue (analyse spectrale numérique
- - 0 ailleurs avec pouvoir séparateur limité et apparition d’ondulations)

— Utilisation de plusieurs fenétres de pondération



Transformeée de Fourier Discrete

Signal échantillonné et de durée limitée

Exemple

x(t) = cos (2w fot); fo =100 H =

Code Matlab :

%Parametres
f0=100; %fréguence du cosinus
Fe=1000; %frequence d'échantillonnage

Te=1/Fe; %période d'échantillonnage
N=101,; %nombre d'échantillons

%Genération du signal
X=cos(2*pi*f0*[0:Te:(N-1)*Te]);

%Tracé du signal
figure; plot(x)

%Calcul de la TFD du signal
X=fft(x);

%Tracé du module de la TFD du signal

Trace du module de la TFD obtenu :

figure
wt(l Inspace(0,Fe,length(X)),abs(X)) /

|

ot I
1

) ®
1

40 ; R —7 || 4
L

35 =
. l
1

30 |
]

25
i
i

20 |
1

15
i

10
!
1

3)
N . .
- : - - :

@ Deux cosinus ? Non un seul !

V) v '
0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000

f F-f
0 Fo/2 ° Fe

> Fréquence (Hz)



Transformeée de Fourier Discrete

Signal échantillonné et de durée limitée

Exemple

x(t) = cos (2w fot); fo =100 H =

Code Matlab :

%Parametres
f0=100; %fréguence du cosinus
Fe=1000; %frequence d'échantillonnage

Te=1/Fe; %période d'échantillonnage
N=101,; %nombre d'échantillons

%Genération du signal
X=cos(2*pi*f0*[0:Te:(N-1)*Te]);

%Tracé du signal
figure; plot(x)

%Calcul de la TFD du signal
X=fft(x);

Trace du module de la TFD obtenu :

%Tracé du module de la TFD du signal

figure
wt(l Inspace(0,Fe,length(X)),abs(X)) /

@ Deux cosinus ? Non un seul !

Mais ou sont
les noyaux
de Dirichlet ?7?77?

> Fréquence (Hz)

|
ot i A A
I
) ®
I
40 ; R —7 || 4
—
35 =
| |
I
30 |
1
25
I
1
20 |
1
15
I
10
1
I
5
N\ . \
U e e e e e _ﬁ
0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
|
0 fo ' Fe-To
l
F./2 Fe



Exemple

Transformeée de Fourier Discrete

Echantillonnage de la TFD

x(t) = cos (2w fot); fo =100 H=z

> f (Hz)
I:e'fo



Transformeée de Fourier Discrete

Echantillonnage de la TFD

Exemple
x(t) = cos (2w fot); fo =100 H=z

[X(D)* W ()]

> f (Hz)




IScrete

Transformée de Fourier D

Echantillonnage de la TFD

fo = 100 H -

1

cos (27 fot)

Lt

x(t)

Exemple

n=0,...N—1




IScrete

Transformée de Fourier D

Echantillonnage de la TFD

cos (2w fot); fo =100 H=z

[
o
-
O
>

LLl

.I
"~ i~
-~y

Mauvaise résolution

-
\\\\
-
-
-
-
-
-
-
-

-y
"
— oy
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"
— oy
""',
"
— oy
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— ey
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-
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-
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Transformeée de Fourier Discrete

Exemple

Méthode du Zero padding :

y(k)|=x(k) for k=0,....N —1
—0 for k=N,....MN —1
N-1 k
Y{n] — I(ﬁ;)e_jgﬁﬁ
k=0

forn=0,....MN —1

=> |nterpolation de la TFD

Echantillonnage de la TFD

x(t) = cos (2w fot); fo =100 H =

F
A o X(Tl_)
N n=0,..,.N—1
E
X X(n e)
A MN n=0,..,.MN-1
&
S : + f(H2)
0 f — e i
’ FJN  FJMN Felo

<€

>

MN points espacés de F_/MN entre 0 et F,



Transformeée de Fourier Discrete

Exemple

Code Matlab :

%Parametres
f0=100; %fréqguence du cosinus
Fe=1000; %frequence d'échantillonnage

Te=1/Fe; %periode d'echantillonnage
N=100; %nombre d'échantillons

%Geénération du signal
x=cos(2*pi*f0*[0:Te:N*Te]);

%Tracé du signal
figure; plot([O:Te:N*Te],x)

%Ci‘iw ie la TFD du signal

Utilisation de Zero Padding

%Tracé du module de la TFD du signal
figure;
plot(linspace(0,Fe,length(X)),abs(X))

Echantillonnage de la TFD

x(t) = cos (2w fot); fo =100 H =

Traceé du module de la TFD obtenu :

50

45

40

35

30

25

20

15

10

o

I

'W

Deux cosinus ? Non un seul |

f/

-

Voila
les noyaux de Dirichlet !

200 300 400 400 600 /700 800
|
|

900 1000

|:e'fo F
e

> Fréquence (Hz)



Transformeée de Fourier Discrete

Echantillonnage de la TFD

Frequences (Hz)

Frequences (Hz)

Exemple () = cos (27 fot) : fo = 100 H- Tracé du module de la TFD du signal
pour différentes valeurs de Zero Padding :
Simulation _sous Matlab : g, P > ., 18
%Parametres \ _ a0l | _ ol
f0=100; %frequence du cosinus < <
Fe=1000; %fréquence d'échantillonnage 0 0
Te=1/Fe; %période d'echantillonnage % Tracé du module de la TFD du signal = 20 - . B2
N=100; %nombre d'échantillons figure;
subplot(2,2,1) 0- _ _ 0- _
%Generation du signal plot(linspace(0,Fe,length(X1)),abs(X1)) 0 500 1000 0 500 1000
x=cos(2*pi*f0*[0:Te:N*Te]); xlabel(‘Fréquences (Hz)’) Fréquences (Hz) Fréquences (Hz)
subplot(2,2,2) = _ ZP:256__—> < 7ZP:512
%Tracé du signal plot(linspace(0,Fe,length(X2)),abs(X2)) 60 “ 60 “
figure; plot([0:Te:N*Te],x) xlabel(‘Fréquences (Hz))
subplot(2,2,3) __ 10~ __ 10 -
%Calcul de la TFD du signal plot(linspace(0,Fe,length(X3)),abs(X3)) § ’D@
X1=fft(x); xlabel(‘Fréquences (Hz)) L i
X2=fft(x,128); subplot(2,2,4) — 20- — 20~
X3=fft(x,256); plot(linspace(0,Fe,length(X4)),abs(X4))
w:fft(x,Slz); xlabel(‘Fréquences (Hz))) / 0 w/\ | 0 bl st
0 500 1000 0 500 1000



Transformeée de Fourier Discrete

Transformée de Fourier (TF)

Transformee de Fourier Discrete (TFD)

e : i :0). kem
X(f)= [ ;.'r.'(i){:-‘_ﬂﬂft Quels Impacts ?? X(n)= (k)e "N, n=0,..N—1

¥ _::‘:l —

1- Echantillonnage temporel
I(f} — {I{‘ELTE}}L=—J_—:L

2- Signal de durée limitée

x(t) pour t € |0, L]

0 ailleurs

x(t) = xp(t) = {

3- Echantillonnage freguentiel

X(f) = {X(ﬂﬁf)}n=ﬂ.._._ﬁ—L

— Périodisation de la TFD
— Il Respecter la condition de Shannon !!
— Il Lecture des traces !

— Distorsion de la TFD attendue (analyse spectrale numérique
avec pouvoir séparateur limité et apparition d’ondulations)

— Utilisation de plusieurs fenétres de pondération

— Mauvaise visualisation de la TFD obtenue
(résolution insuffisante)
= Interpolation fréquentielle par Zero Padding



Transformeée de Fourier Discrete

Transformee de Fourier Discrete (TFD)

N-1
X(n)= e(k)e ™%, n=0,...N —1
k=0

Transformée de Fourier Discrete Inverse (TFD1)

N-1
r(k) = % N X(n)eT R k=0,..,N —1

n=>0



Transformeée de Fourier Discrete

Propriétes

— Linéaritt  TFD [x;(k) + Aza(k)] = TFD [z1(k)] + A\TFD [za(k),

. KT
— Translation => rotation de phase TEFD |xz(k — k)] = X(H]E_JE‘T_E"
— Symétrie hermitienne X (N —n) = X(—n) = X*(n).
N—1
— Convolution circulaire X, ()X (n) TFD_; r1(k) @ zo(k) = Z z1(p)z2 ([k — Plmoduio N)
p=()

N-1 N-1
— Egalité de Parseval Z (k)2 = 1 Z X (n)|2
k=0 A n=0

— Algorithme de calcul rapide (Fast Fourier Transform Algorithm : FFT) : Nlog,(N) MAC << N2 pour N points



Transformeée de Fourier Discrete

Propriétes

— Linéaritt  TFD [x;(k) + Aza(k)] = TFD [z1(k)] + A\TFD [za(k),

. KT
— Translation => rotation de phase TED |x(k—Fky)| = X(H]E_JE‘T_E"

— Symétrie hermitienne X (N —n) = X(—n) = X*(n).
Il La TFD et la TFD-! transforment un produit en produit de convolution circulaire !

— Convolution circulaire X1(n)Xa(n) TFD_; r1(k) @ xo(k) = Z r1(p)x2 ([k — Plmoduto N )
p=(0

N-1 N-1
— Egalité de Parseval Z (k)2 = 1 Z X (n)|2
N

— Algorithme de calcul rapide (Fast Fourier Transform Algorithm : FFT) : Nlog,(N) MAC << N2 pour N points



Transformeée de Fourier Discrete

X1(P) :

Xo(P)

Convolution linéaire (« classique ») :

+o0

(r1 % x2) (k) = Z r1(p)x2(k — p)

p=—00

...00051235000...
: ...000111000...
k=-3..000111000,...
k=-2 ...000111000...
=0 '000111'000...
=1 '0001111000..
= 0001111000
=3 100011100

O

Convolution circulaire

Convolution circulaire:

+00
(11 ® x9) (k) = Z ri(p)ra (K —p), 20 )
pP=—0C
Exemple . .

X (Pmoguon) 1 +--12311231123 ...

Xo(Pmoguton) © .- 11211111 171...
— 0 k=-3..111111,111,... —
— 1 k=-2 ...111111111... —
— > 3 k=-1 1111112111, —
— > B k=0 l111111111... ——
. 5 k=1 111111111, —
— 3 k=2 111111111, —
— 0 k=3 111111111 .——

OO OO OO O O



Transformeée de Fourier Discrete

Convolution lineaire (« classigue ») :
+C0
(1 % x2) (k) = Z r1(p)x2(k — p)
p=—00

..0001123000...
.0001111000...

000111000, ..
00011'1000.
000111000

Convolution circulaire

Convolution circulaire:

ﬁ (;.Tfl X ;j_r..‘g}(;}“.) — Z J:l(ﬁ)mi ({I,F] _

En prolongeant les signaux par N zeros

..123000123
111000111

. P

. =

. Pk

e e ™.

. PR PFPOO

. PR ROOO

R RPROOOR

_, R, O0O0O0ORk

PR OOORRFEK

OO0ORrREFRLRFRLPOOO

ORRPRFROOOR

R RPRPOOORRK

RPRrOOORREPERFE

ROOORRLERO

OO0OFRRLRRFRPROO0OO

ORPRPPOOO"

PR PRPOOO .
R,OOO"
OO0 O" .

OCOORRPROO
CO:

~ROOORRPRO
OCOORRRLOO
R O O0OO:;

/| }) modulo N )

123000...

111000...

O

LTI

COWOLUIoOOWEF O



Transformeée de Fourier Discrete

Algorithme de la FFT (Cooley Tuckey)

TFD d’ordre N = 2P = N? opérations (+/x)

N—-1
X (n) = ZT xeTImaiN = Y a(k)x Wkt n=0,.. N —1
k=0




Transformeée de Fourier Discrete

Algorithme de la FFT (Cooley Tuckey)

TFD d’ordre N = 2P = N? opérations (+/x)

N—1 N—1
X (n) = Zm(f;)m—ﬁ“% =Y 2(k)xWg"n=0,..,N -1
fo=0 fo=0

Premiere décomposition = N + 2(N/2)* = N + N%/2 < N* opérations (+/x)

X(n)=X ('I'i.)—l—l-i"}; " Xo (n), n=0,....N —1 N opérations (+/x)
Nf2—1 — ~ N/2=1
Indices pairs  y = 22V =0 N/? —1 8 = w5 1L 1V =i 5 — NSO Indices impairs
(TFD d'ordre N/2) () Z (2)Wnjz: N X2(n) Z (2 + l}”ﬁ’ﬁ’ 8=0,... N2 -1 TFD d'ordre N/2

=1 t=0
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Transformeée de Fourier Discrete

Algorithme de la FFT (Cooley Tuckey)

TFD d’ordre N = 2P = N? opérations (+/x)

N—1 N—1
X(n)=Y a(k)xe ™% = Y (k) xWyk" n = 0....N -1
fo=0 fo=0

Premiere décomposition = N + 2(N/2)* = N + N%/2 < N* opérations (+/x)

Xn)=X1(n)+-W "xXs(n), n=0.....N —1 N opérations (+/x)
N
N/2-1 “ ~ N/2-1
Indices pairs  y = WS =0 N/ =1 . = (25 £ VIV - 5 — AT/ Indices impairs
T e ) [(n) Zﬂ r(20)Wyin, i =0, ..., N/ Xo(n) Zﬂ: (2 + 1)Wyj3, i =0,...,N/2 =1 19Ce8 P
= -I'_

Deuxieme décomposition = 2(N/2) + 4(N/4)?* = N + N*/4 < N? opérations (+/x)

..j‘:]{.l'n'.]' — ..Y]]{H} -+ I['\T;:ﬁ'”“f] ..j'i;rg{.l'n'.} — _.1:2]{”} + I[T;;:,R'EE[HJ

Indices pairs Indices impairs Indices pairs Indices impairs

T\ //

4 TFDs d’'ordre N/4
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Transformeée de Fourier Discrete

Algorithme de la FFT (Cooley Tuckey)

TFD d’ordre N = 2P = N? opérations (+/x)
N—1 ) N—1
X(n)=>) x(k)xe 2™y =) a(k)xWgk* n=0....,N -1
fo=0 fo=0

Premiere décomposition = N + 2(N/2)* = N + N%/2 < N* opérations (+/x)

Xn)=X1(n)+-W "xXs(n), n=0.....N —1 N opérations (+/x)
N
N/2-1 “ ~ N/2-1
Indices pairs  y = (VWS =0 N2 =1 . = (95 4 1V -t 5 — NSO Indices impairs
Ll s [(n) Zﬂ r(20)Wyin, i =0, ..., N/ Xo(n) Zﬂ: (2 + 1)Wyj3, i =0,..,N/2 =1 19CeS TP
= -I'_

Deuxieme décomposition = 2(N/2) + 4(N/4)?* = N + N*/4 < N? opérations (+/x)

..j‘:]{.l'n'.]' — ..Y]]{H} -+ I['\T;:ﬁ'”“f] ..j'i;rg{.l'n'.} — _.1:2]{”} + I[T;;:,R'EE[HJ

Indices pairs Indices impairs Indices pairs Indices impairs

T\ //

4 TFDs d’'ordre N/4

pg TFD d'ordre 2 = p X g X 2 = Nlog,(N) opérations (+/x) < N?
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Transformeée de Fourier Discrete

Algorithme de la FFT (Cooley Tuckey)

Exemple pour N = 2P = 23 = 8 points de signal

x(0) & - X(0)
x(2) & > X(1)
N1 x(4)© o X(2)
T _"ﬂﬁ n=0.....N—1
;Zn x(6) TFD p
N? = 64 opérations d' addition/multiplication (+/x) X(1) < ORDRE N L X(4)
X(3)C o X(5)




Transformeée de Fourier Discrete

Algorithme de la FFT (Cooley Tuckey)

Exemple pour N = 2P = 23 = 8 points de signal

- : - x(0)< C X1(0) ><> X(0)
ﬁ({h‘.:l;}f]{n} + Wi Xe(n), n=10,...,7
T TFD X(1
sur x(0), z(2), z(4), z(6) sur (1), 2(3), 2(5), 2(7) x(2) I o X1 \// (1)
Indi i ices impai ordre N/2 =4
(TFDnd’l)Cr(cej?ep;I/r; = 4) (TF'Sd(j?oerZr';“ ﬁ?lgri 4) x(4)c so Xy ( 2\\ X(2)
N\? N? - . X(3
2 X (E) + N = > + N = 40 < N* = 64 opérations (+ /%) x(6) < * > (3)

d a+ab x(1)c o X9 (O) Mo X(4)
>< x(3) < TFD > X0 \" X
| / A\\
G — O X(6
Papillonde la FFT x(5) ordre N/2 =4 X2(2) (6)

= 2 opérations +/x (7)< . X2(3) \’5 X(7)
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Transformeée de Fourier Discrete

Algorithme de la FFT (Cooley Tuckey)

Exemple pour N = 2P = 23 = 8 points de signal
TFD

- r— - x(0) >
Xin)=Xi(n)+W,"Xa(n), n=0,...,7 Ordre
</ \
sur x(0), z(2), z(4), z(6) P .'i!'ll:lj. 2(3), z(5). ;E'{Tj x(4)c| N2=2
Indices pairs Indices impairs TED
(TFD d’ordre N/2 = 4) (TFD d’ordre N/2 = 4) x(2)
Xi(n) = X11(n) + I-'[-"_,E;‘.‘,Ji'”{n.]. n=0,...3 Xn)=Xyn)+ I-'[-"_,,?;‘.‘,ng{n.]. n=>0 .3 Ordre
/ N e \ x(6) 9| Nj2=2
sur x(0), 2(4) sur x(2), z(6) sur x(1), z(5) SUT ;e:{:j}_ ;;!'{TJI
Indices pairs Indices impairs Indices pairs Indices impairs x(1)o| TFD
(TFD d'ordre N/4=2) (TFD d'ordre N/4=2) (TFD d'ordre N/4=2)  (TFD d'ordre N/4=2) Ordre
X(3) 9 Ni2=2
x(3)d TFD
Ordre
xX(7)9 Ni2=2
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Transformeée de Fourier Discrete

Exemple pour N = 2P

X(n)=Xin)+ Wy "Xe(n), n=

CEapei>

sur x(1),z(3),:

.
sur x(0), z(2), z(4), z(6)

Indices pairs
(TFD d'ordre N/2 =4)

"5{]{”} = ..T]]{H} -1 I'I'T_;;J.‘__,..}{”{'H.]. n=
/
sur x(0), z(4)

Indices pairs
(TFD d’'ordre N/4=2)

Indices impairs
(TFD d'ordre N/4=2)

x(o) X11(0) X(Z) X12(0)
x(4) Xxna) X(6) X X12(1)

4><

4 2 4

+2>< :—+N 24 < N% =

Algorithme de la FFT (Cooley Tuckey)

= 23 = 8 points de signal

(D), #(7})

Indices impairs
(TFD d’'ordre N/2 = 4)

0....3 X,

Indices pairs
(TFD d’'ordre N/4=2)

X(1) X X51(0)
X(5) X51(1)

(n) = Xo(n)+ W

\ '
sur x(2), z(6) rr.j" z(1), z(5)

N\
sur x(3), z(7T)
Indices impairs
(TFD d’'ordre N/4=2)

X(3) X X52(0)
X(7) X5,(1)

64 opérations (+/X)

;ﬂ:tr..}'i':gg{”]. n=>0.....

x(0) >0 X11(0) ;oxl(O) o X(0)
x(4) 1 @Xn(l)\\x/ - Xl(l)\ X(1)

x(2) SIP, X

; /f< A\ \><1\/ /
x(6) O/ ,QX12(1) Oxl(g) /\ .~ X(3)
X1 / Hul) OXZ(O)/i : i j‘@ X(4)
x(5) X vq/ o Xy (1) />@<\Q X(5)
x(3) X22(0) 0 X, (2) m v X(6)
x(7) P X,(3) Y X(7)
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Transformeée de Fourier Discrete

Algorithme de la FFT (Cooley Tuckey)

Exemple pour N = 2P = 23 = 8 points de signal

N ~ x(0) -X11(0) :
p X (—) X 2 =24 < N? = 64 opérations (+/x) ; \/
: x(4) oXnl) S
Présentation des données a l'algorithme : XX
X1 (0
Entrelacement temporel x(2) - 20
1
.-k rephindire Yrenw Bits \ nouvel ind. | echantillon x(6) @/ \Qxlz(l)
0 |/ 000" | "000" 0 |x0)
1 ! 001" | 1000 [) 4 |xa) § i
2/ t010" | 010" 2 |xQ) x(1 21
' Slk 01" | 10t [ 16 [xE) (1) _—
T 00 [ oo\ [ 1 [ T
HIETEE )/ 5 | xp) x(5) o/ \,ole(l)
:6\¢\"110" (;l)'jj/ 3 )
7 [\ | 7 |x)
A x(3) o~ *ul0 / B
algorithme de renversement de l'adresse binaire , O/’l\\ o) Wiz \
(« bit reversal ») | x(7) ’




Transformeée de Fourier Discrete

En résume

— Echantillonnage temporel => périodisation spectrale
- Respecter la condition de Shannon
- Attention a la lecture des traces de la TFD, a la lecture de I'échelle frequentielle

— Signal de durée limitee => distorsion de la TED attendue (analyse spectrale numérigue avec

un pouvoir separateur limité, apparition d’'ondulations)
- Utiliser plusieurs fenétres de pondération du signal
=> différents pouvoirs separateurs, différents taux d’ondulation pour I'analyse spectrale numérique

— Echantillonnage spectral
- Attention a la mauvaise visualisation de la TFD (résolution insuffisante)

=> nécessité d’interpoler (méthode du zero padding)
-  TFD et TFD! transforment un produit en produit de convolution circulaire

=> si| besoin, convolution linéaire = convolution circulaire en prolongeant les signaux par des zéros

— Algorithme de calcul rapide : FFT = Fast Fourier Transform
- Condition nombre de points de signal N=2P => décomposition en sous suites entrelacées
- Temps de calcul : Nlog,(N) << N? (temps de calcul direct)




Traitement Numérique du signal

1- Signaux numeriques
2- Transformee de Fourier Discrete (TFD)
3- Estimation des fonctions d’auto et d’inter corrélation

4- Estimation de la densité spectrale de puissance (DSP)
5- Filtrage numérique linéaire




Fonctions d’inter et d’auto correlation

— Sighaux déterministes

A énergie finie roo

Rey(k)= ) x(n)y"(n—k)
fl=— 0
A puissance moyenne finie non peériodique
N
1

Rey(k) = Jim oiry 24 X0y (n=H)

A puissance moyenne finie periodique de période N,
1 Np—1

Rey(k)=— ) x(n)y"(n—k)

0 n=>0

— Sighaux aleatoires

Ryy(k) = E [x(n)y*(n— k)]



Fonctions d’inter et d’auto correlation

— Signhaux aléatoires : premiere estimation possible

N-1
- 1 . B %
Ray(k) = Y z(n)y'(n—k) 0<k<N-1 Ray(—k) = Ry, (k)

n=0 (Symeétrie hermitienne)

Exemple :

x(t) = cos (27 fot + @)

fo = 100 H z:

o v.a. w.r. sur [0, 27]



Fonctions d’inter et d’auto correlation

— Signhaux aléatoires : premiere estimation possible

N-1
- 1 . B %
Ray(k) = Y z(n)y'(n—k) 0<k<N-1 Ray(—k) = Ry, (k)

n=0 (Symeétrie hermitienne)

Exemple :

x(t) = cos (27 fot + @)

fo = 100 H z:
o v.a. w.r. sur [0, 27]
[ AE )

R.(1) = oS (27 foT)

. J




Fonctions d’inter et d’auto correlation

— Signhaux aléatoires : premiere estimation possible

N-—-1
- 1 . B %
Ry (k) = N Z r(n)y (n—k) 0<k<N-1 Ray(—k) = Ry (k)
=0 (Symetrie hermitienne)
Code Matlab :
M /z))si(r)%r?étre(;ﬁréquence du cosinus \

Fe=1000; %frequence d'échantillonnage

r(t) = cos (27 fot + o) Te=1/Fe; %période d'échantillonnage
N=100; %nombre d'echantillons
ﬁ] = 100 HE; %Génération du signal

| X=cos(2*pi*f0*[0: Te:N*Te]+rand*2*pi);
o v.a. w.r. sur [0, 27]
% Calcul et tracé de son autocorrélation biaisée
4 )
A2 Rx=xcorr(x);
R.TI:T} — — COS {Qﬂ'-ﬁ]‘}_} figure; plot([-N*Te:Te:N*Te],Rx);

L 2 ) Qabel('Tem pPs (s)); ylabel('R_x) /




Fonctions d’inter et d’auto correlation

— Signhaux aléatoires : premiere estimation possible

N-—-1
R, (k) = % Y z(n)y'(n—k) 0<k<N-1

Exemple :

x(t) = cos (27 fot + @)

n=I(

fo = 100 H z:
o v.a. w.r. sur [0, 27]
4 492 )
R.(1) = A? cos (2w foT)

Code Matlab :

N)Paramétres
f0=100; %fréguence du cosinus

Fe=1000; %frequence d'échantillonnage
Te=1/Fe; %periode d'échantillonnage
N=100; %nombre d'échantillons

%Genération du signal

X=Cc0s(2*pi*f0*[0: Te:N*Te]+rand*2*pi);

Rx=xcorr(x);

figure; plot([-N*Te:Te:N*Te],Rx);
Qabel('Temps (s)); ylabel('R_X)

9% Calcul et tracé de son autocorrélation biaisée

~

20 —

40 |-

/

R.y(—k) = Ry, (k)

(Symétrie hermitienne)

60 :

40 |-

20 -

0

_60' r r r r
-0.1 -0.08 -0.06 -0.04 -0.02

-
0
Temps (S)

r r r r L
0.02 004 006 0.08 0.1



Fonctions d’inter et d’auto correlation

— Signhaux aléatoires : premiere estimation possible

N-—-1
R, (k) = % Y z(n)y'(n—k) 0<k<N-1

Exemple :

x(t) = cos (27 fot + @)

n=I(

fo = 100 H z:
o v.a. w.r. sur [0, 27]
4 492 )
R.(1) = A? cos (2w foT)

Code Matlab :

N)Paramétres
f0=100; %fréguence du cosinus

Fe=1000; %frequence d'échantillonnage
Te=1/Fe; %periode d'échantillonnage
N=100; %nombre d'échantillons

%Genération du signal

X=Cc0s(2*pi*f0*[0: Te:N*Te]+rand*2*pi);

Rx=xcorr(x);

figure; plot([-N*Te:Te:N*Te],Rx);
Qabel('Temps (s)); ylabel('R_X)

9% Calcul et tracé de son autocorrélation biaisée

~

0

20 —

40 |-

/

_60' r r r r
-0.1 -0.08 -0.06 -0.04 -0.02

R.y(—k) = Ry, (k)

(Symétrie hermitienne)

60 :

40 |-

20 -




Fonctions d’inter et d’auto correlation

— Signhaux aléatoires : premiere estimation possible

N-1
- 1 . B %
Ray(k) = Y z(n)y'(n—k) 0<k<N-1 Ray(—k) = Ry, (k)

n=0 (Symeétrie hermitienne)



Fonctions d’inter et d’auto correlation

— Signhaux aléatoires : premiere estimation possible

Exemple :

N-—-1
R, (k) = % Y z(n)y'(n—k) 0<k<N-1

x(n) |

n=I(

y(n) |

x(n) |

R.y(—k) = Ry, (k)

(Symétrie hermitienne)

y(n—k)

k 5 n

x(n}y(n —_-k) % 0




Fonctions d’inter et d’auto correlation

— Signhaux aléatoires : premiere estimation possible

N—-1
. 1 ) - _.-.._-*
Ry (k) = N E r(n)y (n—k) 0<k<N-1 Ray(—k) = R, (k)
T n=A

(Symétrie hermitienne)
k



Fonctions d’inter et d’auto correlation

— Signhaux aléatoires : premiere estimation possible

N-—-1
-~ 1 ] - .
Rey(k) = Y z(n)y'(n—k) 0<k<N-1 Ryy(—k) = Ry, (k)
T n=b (Symétrie hermitienne)
k

) 5 |Ruy(k)| = al ;rlklﬁ$y(;:]




Fonctions d’inter et d’auto correlation

— Signhaux aléatoires : premiere estimation possible

N-—-1
- 1 ] - .
Ray(k) =  z(n)y*(n—k) 0<k<N-1 Rayy(—k) = Ry, (k)
i n=ﬁ (Symétrie hermitienne)

Exemple : Biais Multiplicatif

Triangulaire

x(t) = cos (27 fot + @)

fo =100 H z; E[ﬁ k:] .
o v.a. w.r. sur [0, 27] =(¥)] = el "

[ )
A2
R.(1) = oS (27 foT)

. J

40 |-

_60 r r r r r r r r r L
-0.1 -0.08 -0.06 -0.04 -0.02 0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1

“Time (s)



Fonctions d’inter et d’auto correlation

— Signhaux aléatoires : premiere estimation possible

N-1
ﬁ:{y{ﬁ;j = % Z r(n)y (n—k) 0<k<N-1 Rey(—k) = R, (k)
T n=b (Symétrie hermitienne)
K Estimateur biaisé



Fonctions d’inter et d’auto correlation

— Signhaux aléatoires : premiere estimation possible

N-1
R, (k) = % Y z(n)y'(n—k) 0<k<N-1 Ryy(—Fk) = Ry, (k)
= (Symetrie hermitienne)
K Estimateur biaisé

— Signaux_aléatoires : deuxieme estimation possible

N-1
ﬁ.?y{kj =~ 1_ 7 Z rnjy'in—k) 0<kE<N -1 ﬁﬂ:y(—ﬁ;] = ﬁ’;y{k}
] ﬂ:=]l’{f (Symeétrie hermitienne)

Estimateur non biaisé



Fonctions d’inter et d’auto correlation

— Signaux aléatoires : deuxieme estimation possible

1

ﬁ'ry{kj —

Code Matlab :

%fréquence d'échantillonnage
Te=1/Fe; %periode d'échantillonnage
N=100; %nombre d'eéchantillons

% Calcul et tracé de son autocorrélation non biaisée
% pour différentes réalisations de signal
x1=cos(2*pi*f0*[0: Te:N*Te]+rand*2*pi);
Rx1=xcorr(x1,'unbiased’);

x2=cos(2*pi*f0*[0: Te:N*Te]+rand*2*pi);
Rx2=xcorr(x2,'unbiased’);

x3=cos(2*pi*fO*[0: Te:N*Te]+rand*2*pi);
Rx3=xcorr(x3,'unbiased);

figure

plot(Rx1); hold on; plot(Rx2,'r"); plot(Rx3,'d')

%Parametres
f0=100; %fréquence du cosinus
Fe=1000;

N-1

=ﬂ
k

legend(‘realisation 1','réalisation 2','réalisation3")
wbel('Temps (s)"); ylabel('R_X) /

0.6

0.4

< 0.2

0.2

0.4

-0.6 -

08l

réalisation 1
réalisation 2
réalisation3

Estimateur non biaisé

T Z r(n)y'(n—Fk) 0<kE<N -1 ﬁ;ﬂy{—k] = ﬁ;y{k}

(Symétrie hermitienne)

Z00MsS < 02
N\,
-0.
| realization 1 |
| realization 2 0.4
, realization 3 e

réalisation 1
réalisation 2
réalisation3

}“‘
r r r r r r

80 100 120 140 160 180 \290
Time (S)

r r
205 210

Variance
Importante
sur les bords




Fonctions d’inter et d’auto correlation

— Estimation dans le domaine freguentiel

- )

Pour : ﬁmy{k:} x Z r(n)y' (n—k), k=0,...,.N —1
Too
Convolution lingaire :  (z1*x2)(k) = »  a1(n)za(k —n)

4

R.y (k) x z(k) *y*(=k), k=0,..,N =1



Fonctions d’inter et d’auto correlation

— Estimation dans le domaine freguentiel

- )

Pour : ﬁmy{k:} x Z rn)y (n—k), k=0,...,N —1
Too
Convolution lingaire :  (z1*x2)(k) = »  a1(n)za(k —n)

4

R.y (k) x z(k) *y*(=k), k=0,..,N =1

4

Rey(k) o< TED™1 X (n)Y*(n)],0<n< N —1 Estimateur fréquentiel



Fonctions d’inter et d’auto correlation

— Estimation dans le domaine frequentiel

o0
Pour : Roy(k) o< Y z(n)y*(n—k), k=0,..,N—1 N? opérations (+/x)
n=—oc Pour des sighaux de taille N points
+0C
Convolution lingaire :  (z1*x2)(k) = »  a1(n)za(k —n)

4

R.y (k) x z(k) *y*(=k), k=0,..,N =1

4

Rey(k) o< TED™' X (n)Y*(n)],0<n <N —1 Estimateur fréquentiel

Temps de calcul : N + 3Nlog,(N) « N* opérations (+/x)



Fonctions d’inter et d’auto correlation

— Estimation dans le domaine frequentiel

o0
Pour : Roy(k) o< Y z(n)y*(n—k), k=0,..,N—1 N2 opérations (+/x)
n=—oc Pour des signaux de taille N points
oo
Convolution lingaire :  (z1*x2)(k) = »  a1(n)za(k —n)

4

R.y (k) x z(k) *y*(=k), k=0,..,N =1
Il Condition : sila TFD transforme un produit
l, en produit de convolution linéaire !!

Rey(k) o< TED™' X (n)Y*(n)],0<n <N —1 Estimateur fréquentiel

Temps de calcul : N + 3Nlog,(N) « N* opérations (+/x)



Traitement Numérique du signal

1- Signaux numeriques
2- Transformee de Fourier Discrete (TFD)
3- Estimation des fonctions d’auto et d’inter corrélation

4- Estimation de la densité spectrale de puissance (DSP)
5- Filtrage numérique linéaire




Densite spectrale de puissance

e Deux estimateurs de base : définition

— Corrélogramme
Su(n) = TFD | Ry(k)|



Densite spectrale de puissance

e Deux estimateurs de base : définition

N-—-1
V4 - ]_ *
— Correlogramme Vue avant Corrélogramme biaisé Ra(k) = < Y a(n)z*(n—k)

SI [:ﬂ) =TFD :| < . 1ﬂ:DN—1
Corrélogramme non biaisé R, > w(n)z*(n — k)
n=>0

k) = —
Vu avant () N —k




Densite spectrale de puissance

e Deux estimateurs de base : définition

N—-1
s . 1 .
— Correlogramme R Vue avant / Corrélogramme biaisé Ra(k) =+ Y a(n)a*(n—k)
SI [:ﬂ) =TFD :| \ A 1ﬂ:DN—1
Corrélogramme non biaisé  Ra(k) = — Y z(n)z*(n — k)
— Périodogramme Vu avant RS

S.(n) = %\TFD (k)] |



Densite spectrale de puissance

e Deux estimateurs de base : définition

N-—-1
, ~ 1 .
— Correlogramme R Vue avant - Corrélogramme biaisé Re(k) = Y a(n)a*(n—k)
S.(n) =TFD } <_ ] =
Corrélogramme non biaisé  R.(k) = g Y z(n)z*(n — k)
— Périodogramme Vu avant RS
S.(n) = % TEFD[z(k)]|* Remargue : périodogramme < corrélogramme « biaisé »

Vue avant



Densite spectrale de puissance

e Deux estimateurs de base : définition

— Corrélogramme Vue avant
S.(n) =TFD }
— Périodogramme Vu avant
5.(n) = TFD (k)]
Vue avant

e Deux estimateurs de base :

— Estimateurs non consistants

o

= Biais convolutif: £ [S‘I(-n_r.)

Lu?[

..-r""l-..

()

Inconvénients

} = S.(n) * W(n)

= Variance independante de la durée d’'observation du signal :

> S2(n)

N—=oo

_—
™~

Corrélogramme biaisé Ra(k) = < Z (n)z*(n — k)
n_D

Corrélogramme non biaisé R, (k) \ - Z r(n)z*(n — k)

Remarque : périodogramme < correlogramme « biaisé »

Exemple : périodogramme < corrélogramme « biaisé »

Y

E [SI(TE.)] = S;(n

Biais convolutif : Noyau de Fejer

120~

80~

60 [~




Densite spectrale de puissance

1 000 échantillons de signal

05 rrrrrrrrr
0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
Temps

10 000 échantillons de signal

S5t

4.5 -

)

DSP simulée

DSP théorique |

-0.4

-0.3

-0.2

r r
-0.1 0 0.1
Fréquences normalisées

0.2

0.3 0.4

0.5

Exemple : périodogramme < corrélogramme « biaisé »

variance indépendante de la duree
d'observation du signal

DSP simulée
4.5 DSP théorique |

J

4'|

‘ r‘
M

-0.5 -04 -03 -02 -0.1 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
Fréquences normalisées




Densite spectrale de puissance

* Autres estimateurs
— Peériodogramme cumulé (Bartlett)

Objectif : diminuer la variance d’estimation de la DSP

il i '
I ™ L = =poe so00 aeee S dydndl e e =ooe “r°
F — v N=ML !
Se, (S 5'_|-2I:_.|" 5 . [




Autres estimateurs
— Peériodogramme cumulé (Bartlett)

Densite spectrale de puissance

N= 10 000 échantillons, M=10 fenétres

N= 10 000 échantillons, 1 fenétre

6ﬁ

5ﬁ

4+

DSP

3ﬁ

2ﬁ

1ﬁ

1.}
0

0
-05 04 -03 -02 -01

DSP simulée
DSP théorique

DSP

Fréquences normalisées

Inconveénients :

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

2

1.8

1.6~

1.4

1.2

1ﬁ

0.8~

0.6~

0.4

0.2~

de L= 1000 échantillons

DSP simulée
DSP théorique ||

[

l
\

0 L r r r r
-05 04 -03 -02 -01

r r r L r r
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

Fréquences normalisées

DSP

N= 100 000 échantillons, M=100 fenétres

de L=1 000 echantillons
| L L | | L | DLSP simLuIée
DSP théorique

0.4

0.2

O o r r r r
05 -04 -03 -02 -01 0 0.1 0.2 0.3 04 0.5
Fréguences normalisées

- Diminution de la résolution spectrale : pas de calcul du spectre en F_/L au lieu de F_/N

- Pour une durée d'observation du signal donnée augmentation du biais : lobe central de W(n) de largeur 2/L

au lieu de 2/N.



Densite spectrale de puissance

Autres estimateurs

Fenétre de pondeération

— Périodogramme modifié: 5, (n) = %\TFD x(k) x &
— Corréelogramme modifié ; §_.E(T.;r.j =1FD [ﬁx(fi) X

Inconveénient : lissage des variations importantes, diminution du pouvoir séparateur

— Périodogramme de Welch = periodogramme cumulé et modifié

- Fenétre glissante => M’ > M fenétres de taille L en les autorisant a se recouvrir
- Périodogramme modifié sur chaque tranche de signal

- Exemple :

N= 100 000 echantillons

DSP

M=100 fenétres
| dLe IT:; OQO Léchanttillqnst

1.4

1.2

1=

0.8

0.6 -

0.4

0.2

O L r r r r r r r r r r
-0.5 -04 0.3 -0.2 -0.1 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
Fréquences norma lisées

M=100 fenétres de L=1 000 echantillons
Recouvrement de L/2, fenétrage de Hamming

DSP

1.4
1.2

1k
0.8
0.6~
0.4r-

0.2

O o r r r r
-05 -04 -03 -02 -01

8

L
DSP simulée
DSP théorique

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
Fréguences normal lisées



Densite spectrale de puissance

Exemple sur une ligne d’image SAR (Synthetic Aperture Radar)

T . DSP théorigue 10 . _
, 20 F —+— Estimation par périodogramme 1 al n ESF' tdheurlmle y
0.4 I 4 —— Estimation par corrélogramme biaisé Eriodograrmme curmnuls
) 25 —=— Estimation par corrélogramme non biaisé [ g
(100 cumuls)
I:I1 B I:Il.' EI:I B F-r
e
> - 15 B E |
L : o
W TJ o 10 f oL .
0
01 N 2
3 4
. A
Covariance biaisee . ‘r‘--.."“'_‘___b-n i - Y Y ,
02 £ Covariance non biaisee O T ' 0 "_I_uf o R e 3
J 2 Covariance theorigue L K | | |
A, Y
0.3 F
10 F i 1k
04 1 1 1 1 | I | | -15 I 1 1 1 I l I I I L - 0 LT R R e R R R . R | W
200 <1500 -100 -50 0 A0 100 150 200 0 0005 001 0015 002 0025 003 0035 004 0045 005 o oo o1 015 020X 03 03 04 045 05

Frequences normalisées Fréquences normalisées

Remarque : I'estimation de la DSP par péeriodogramme (ou correlogramme biaisé) est plus proche de la
DSP théorigue, ce qui est genéralement le cas pour des signaux reels.



Traitement Numérique du signal

1- Signaux numeriques
2- Transformee de Fourier Discrete (TFD)
3- Estimation des fonctions d’auto et d’inter corrélation

4- Estimation de la densité spectrale de puissance (DSP)
5- Filtrage numérique linéaire




Filtrage numérique

 Rappel : latransformée de Laplace

— Définition :

~+ 00
X(p)=TL[x(t)] = / z(p)e Pidt, p e C
0

— Qutil d’étude des systemes linéaires invariants dans le temps ANALOGIQUES

TL
r(t) — h(t) = H(p) —> y(t) = x(t) * h(t) ELR Y(p) :Y(p)
TL! :
Fonction de transfert

o Etude temporelle (réponse indicielle, réponse a une rampe): stabilité (pdles de H(p) a partie réelle négative),
rapidité (temps de montée, temps de réponse a x%), précision (erreur statique, erreur de trainage)

o Etude fréquentielle (réponse a une entree sinusoidale) : diagrammes de Bode => fréquence de coupure, bande
passante, atténuation en bande coupée, résonnance ...

Réponse B B
en fréquence@_ lH(p)]p=jw:jwa (TL — TF)




Filtrage numérique

 Rappel : latransformée de Laplace

— Exemple :

i,

7Y 84 > 3
| &
_‘_11 —
@
Etude temporelle
Réponse indicielle
T
%% ‘\
g — e

L2

A

T

-

tp

TE'E'?I-E

gainends

Go=20.log(To)

Etude fréquentielle

Diagrammes de Bode

Gain

Phase |

G®o=20.log(Twmo)

il

g

/ﬂﬁ &

|

-+

-

il

ot

49 A40dB/dé
ﬁ/gg/é/ /déc
4+ -80
-390

I—"II{

0,7

70

pulsation en rad/s

700

-
R
s
-100
-170 2
T 2750 S
2130 ©
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Filtrage numérique

e Latransformée en z

s g g _ +00
— Definition : X(z)=TZ|zx(n)] = Z r(n)z" ", z2eC

Nn=—>2>0




Filtrage numérique

e Latransformée en z

,opr g _ +00
— Definition : X(z)=TZ|zx(n)] = Z r(n)z"", zeC

N=—2C

— Qutil d’étude des systemes linéaires invariants dans le temps NUMERIQUES

,'j_r_:(:-*;r.) —> h(ﬂ_) g H(E) > y(?'s.) — ;If(ﬂ.) * h(ﬂ) Lz.r }I(E) — H(E)X(E)

77! Fonction de transfert

o Etude temporelle : stabilité, rapidité, précision
o Etude frequentielle :

H(f) = [H(2)],_,,7 (TZ =TFD) Fod

! (frequence normalisée)
F,

Réponse en frequence



Filtrage numérique

e Latransformée en z

s g g _ +00
— Definition : X(z)=TZ|zx(n)] = Z r(n)z" ", z2eC

N=—2C

— Qutil d’étude des systemes linéaires invariants dans le temps NUMERIQUES

TZ TZ -
,'z:(ﬂ.) —> h(ﬂ_) = H(E) > y(?'s.) — ;'I_T(ﬂ.) * h(ﬂ) — Y (,E:) — H(E]X(E)
rz”! Fonction de transfert

o Etude temporelle : stabilité, rapidité, précision
o Etude frequentielle :

H(f) = [H(2)],_,,7 (TZ =TFD) Fod

! (frequence normalisée)
F,

L s Réponse en frequence
—> Pnnupales proprietes :

Linéarité : 1'Z lax(n)+ by(n)| = al'Z |z(n] + bT'Z |y(n]

Decalage temporel : 77 [x:(n — ng)| = 27T Z [x(n)]

Produit de convolution : 77 [z(n) xy(n)| = X(2)Y (2)




Filtrage numérique

e Latransformée en z

,opr g _ +00
— Definition : X(z)=TZ|zx(n)] = Z r(n)z"", zeC

n=—oc

— Qutil d’étude des systemes linéaires invariants dans le temps NUMERIQUES

TZ TZ -
,'j_r_:(:-*;r.) —> h(ﬂ_) = H(E) > y(?'s.) — ;If(ﬂ.) * h(ﬂ) — Y (,E:) — H(E]X(E)
rz”! Fonction de transfert

o Etude temporelle : stabilité, rapidité, précision
o Etude frequentielle :

S

H(f) — [H(E)]Ezjgwf (TZ — TFD)

Réponse en frequence

— Principales propriétés : Voir Poly pour plus de

détails (domaine d’existence,
Lingarité :  T'Z [ax(n) + by(n)] = aT'Z [x(n] + bT'Z [y(n] TZ inverse ...)

Decalage temporel : 77 [x:(n — ng)| = 27T Z [x(n)]

Produit de convolution : 77 [z(n) xy(n)| = X(2)Y (2)




Filtrage numérique

* Filtres linéaires invariants dans le temps

— Linéarité :

r1(n) —| Filtre

— y1(n) -

T (ﬂ) — Filtre

- x1(n) + xo(n)—>f Filtre

s y1(n) +y2(n)

— y2(n)

— |lnvariance dans le temps :

r(n) — Filtre — y(n)

r(n —ng) — Flltre

> y(n — ng)



Filtrage numérique

 Réponse impulsionnelle et fonction de transfert

Impulsion unite
(Impulsion de Kronecker)

o(n) =1 pour n =20
= 0 pour n # 0

—>

Filtre

—  h(n)

Réponse
Impulsionnelle



Filtrage numérique

 Réponse impulsionnelle et fonction de transfert

Impulsion unite
(Impulsion de Kronecker)

o(n) =1 pour n =20
= 0 pour n # 0

Réponse

—>

Filtre

—  N(n) impulsionnelle

h(n) 2, H(z)

Fonction de transfert



Filtrage numérique

 Réponse impulsionnelle et fonction de transfert

Impulsion unite

(Impulsion de Kronecker)

h(n) = H(:)

771

— y(n)

o(n) =1 pour n =20
= 0 pour n # 0

=+=h ?1

_ Réponse
— Filtre — 1i(n) impulsionnelle

h ( ) L‘Ef H( )  Fonction de transfert

z h(k k) ==Y (2) = H(z)X(z) = H(z)=

n—=——0o



Filtrage numérique

 Réponse impulsionnelle et fonction de transfert

. » () — 1 moarr 1 — Réponse
impulsion unite o) =Lpowrn=0"__I"cire — h(n) impulspionnelle
(Impulsion de Kronecker) = 0 pour n # 0
h(n) L‘Ef H(z) Fonction de transfert
TZ Y(z
JE(??-) — h(n) = H(z) — y(n) = ) % h(n) Z h(k)z(n — k) % Y(z)=H(2)X(z) = H(g) — YE ))
T771 n——oc Alz

 Réponse en frequence et temps de propagation de groupe

— Reéponse en fréquence (ou réponse harmonigue) :

H(f) — [H(;)L_ﬂﬂf (TZ =TFD) J,‘r"= Fi (frequence normalisee)

— Temps de propagation de groupe (TPG) :

~ 1 dby(f
TPG(f) = 5 j}ﬁf )

Remarque : )H(f) =[H(2)H (=71)]

z—ei27f
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 Conditions de réalisabilité (donnees sur lareponse impulsionnelle)

— Causalité :

h(n) =0 pour n < 0

— Stabilité (entrée bornée => sortie bornee) :

— Réponse impulsionnelle réelle

hin) € R



Filtrage numérique

* Filtres numériques RATIONNELS

— Définis par analogie avec les filtres analogiques :

Exemple :
—»FI(})—: J_ 7 - y(t) = x(t) — RC'dif)- Equation différentielle en temporel
x® C |y 1L ,
N T N H(p) = ! (?) : Fonction de transfert rationnelle en p




Filtrage numérique

* Filtres numériques RATIONNELS

— Définis par analogie avec les filtres analogiques :

Exemple :
—»FI(})—: J_ 7 - y(t) = x(t) — RC'dif)- Equation différentielle en temporel
x® C |y 1L ,
N T N H(p) = Y 1 Fonction de transfert rationnelle en p
X(p) 1+ RCp
4 )

Fonction de transfert RATIONNELLE en z




Filtrage numérique

* Filtres numériques RATIONNELS

— Définis par analogie avec les filtres analogiques :

Exemple :
—»FI(})—: J_ 7 - y(t) = x(t) — RC'dif)- Equation différentielle en temporel
x® C |y 1L ,
N T N H(p) = Y 1 Fonction de transfert rationnelle en p
X(p) 1+ RCp
4 )

Y(2) _ Yo az7"
X(2) Ef:al apz—k
/

M—-1 N-1
— Y apy(n—k)+ D br(n—k) Equation récurrente en temporel
k=1 k=0

Fonction de transfert RATIONNELLE en z

(Remarqgue : on impose ag = 1)
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* Filtres numériques RATIONNELS

— Définition :

Y(z)  Yr bez*

H(z) = = — Fonction de transfert RATIONNELLE en z
/ X(2) Yl axzk
77!
M-1 N-1 ,
y(n)=—> apy(n—k)+ Y ber(n—k) Equation récurrente en temporel

k=1 k=0 .
(Remarqgue : on impose ag = 1)



Filtrage numérique

* Filtres numériques RATIONNELS

— Définition :

Y(z)  Yr bez*

H(z) = = — Fonction de transfert RATIONNELLE en z
/ X(2) Yl axzk
77!
M-1 N-1 ,
y(n)=—> apy(n—k)+ Y ber(n—k) Equation récurrente en temporel

k=1 k=0 .
(Remarqgue : on impose ag = 1)

Définis par deux jeux de coefficients

AM—1 N =1

(a0 =1)y(n) == awy(n—k)+ Y bex(n—k)

k=1 =1}
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* Filtres numériques RATIONNELS

— Définition :

Y(z)  Yr bez*

H(z) = = — Fonction de transfert RATIONNELLE en z
O TXE TS
77!
M-1 N-1 ,
y(n)=—> apy(n—k)+ Y ber(n—k) Equation récurrente en temporel

k=1 k=0 .
(Remarque : on impose ag = 1)

Définis par deux jeux de coefficients

AM—1 N =1

(ap = 1)y(n) = — Z apy(n — k) + Z bx(n — k)

k=1 e={l

%filtrage sous Matlab

y=filter(B,A,X);
Signal fﬁé - ‘L Signal a filtrer

Définition du filtre
a utiliser (deux tableaux
de coefficients)



Filtrage numérique

* Filtres numériques RATIONNELS

— Définition : N-1, __p
Y(z) D o w2 :
H(z) = = = Fonction de transfert RATIONNELLE en z
/- X() o et
771
M—1 N-1 ,
y(n)=—> apy(n—k)+ Y ber(n—k) Equation récurrente en temporel
k=1 k=0 . B
(Remarque : on impose ag = 1)
Définis par deux jeux de coefficients Systeme bouclé
A—1 N—1 4 M—-1 h N-1
(a0 =1)y(n) ==Y awy(n—k)+ Y bez(n— k) yn) - ayn— k) Y ba(n — k)
k=1 ke=1( k=1 k=0
. y,
%filtrage sous Matlab
y=filter(B,A,Xx);
Signal fﬁé - ‘L Signal a filtrer

Définition du filtre
a utiliser (deux tableaux
de coefficients)



Filtrage numérique

* Filtres numériques RATIONNELS

— Définition : N-1, __p
Y(z) D o w2 :
H(z) = = =3 Fonction de transfert RATIONNELLE en z
/- X() o et
771
M—1 N-1 ,
y(n)=—> apy(n—k)+ Y ber(n—k) Equation récurrente en temporel
k= +=0 (Remarque : on impose ag = 1)
Définis par deux jeux de coefficients Systeme bouclé
A—1 N—1 4 M-1 h N-1
(a0 =1yn) ==Y awyn—k)+ Y buz(n—k) yn) - ayn— k) Y ba(n — k)
k=1 k=0 k=1 k=0
. y,
%filtrage sous Matlab
: M-1
y=filter(B,A,X); N
Signal fﬁé - .‘—v—' ‘L Signal & filtrer > hin) = — Z aph(n — k), pourn > N
Définition du filtre k=1

a utiliser (deux tableaux _ o . .
de coefficients) Filtres de type RIl = a Réponse Impulsionnelle Infinie



Filtrage numérique

« Stabilité des filtres numériques RATIONNELS

— Condition sur les poles de la fonction de transfert (démo dans le poly) :

Condition de stabilité
des filtres numeriques rationnels

o N
Y |h(n)] < oo si|pk| < 1Vk
o y




Filtrage numérique

« Stabilité des filtres numériques RATIONNELS

— Condition sur les poles de la fonction de transfert (démo dans le poly) :
Condition de stabilite

ZH L=k M des filtres numériques rationnels
H(z) = S35 — Z 1 4 ~N
/ k0 apz—F — Pk~ +00
771 (hypothése : N<M) ‘ Z ‘h("""*')‘ < 00 sl ‘pk‘ < 1Vk
M—-1 n—=—0nC
A : \_ y
hin) = Z Appru(n) (solution causale®)
= f,fz ﬁt% = 4dag

— Condition sur les coefficients (ax. bi) (voir exercice 4 dans le poly) :

Triangle de stabilité
des RIl du 2"d ordre

o Filtres du 1" ordre ~ bo+ bzt
1 +ajz—1

[ a1| <1 ] Condition de stabilité des RIl du 1'®" ordre

> (1]

o Filtres du 2 ordre ) _ bo + b1z~ 4 bpz~?
) 1l+a1z71 4+ agz—2

‘_ —
(—0.7,-0.9)

® Filtre stable
® Filtre instable

Condition de stabilité des Rl
du 2" ordre oy =ay — 1 ag = —aj — 1

e e == N

[ (a1,a9) € triangle de stabilité ]

() La TZ inverse n’est pas unique. Elle sera différente selon le contour choisi dans le domaine de convergence pour la calculer : voir exercices poly surla TZ.



Filtrage numérique

* Filtres numerigues RATIONNELS a réponse impulsionnelle finie (type RIF)

— Définition :

Equation récurrente en temporel sans boucle de réaction




Filtrage numérique

* Filtres numerigues RATIONNELS a réponse impulsionnelle finie (type RIF)

— Définition :

Equation récurrente en temporel sans boucle de réaction

Définis par un seul jeu de coefficients

%filtrage sous Matlab
y=filter(B,1,X);

/[')éfinition du filtre (RIF)

Signal filtre a utiliser Signal a filtrer

y=conv(x,B,'same’);

‘'same’ returns the central part of the convolution
that Is the same size as x.



Filtrage numérique

* Filtres numerigues RATIONNELS a réponse impulsionnelle finie (type RIF)

— Définition :

TZ Y i
y(n) = S HE) =2 oS et
fY(E)
k=0
Equation récurrente en temporel sans boucle de réaction
Définis par un seul jeu de coefficients Systeme non bouclé
%filtrage sous Matlab N1 N1

y=filter(B,1,X);

y(n) = bpr(n —k) = h(k)x(n — k)
/ T = =
Définition du filtre (RIF)

Signal filtré N il . o . i .
J a utiliser Signal a filtrer o Filtres non recursifs
o Inconditionnellement stables

| o Remarque: b, = h(k) mais pour un filtre rendu
same’ returns the central part of the convolution causal (voir plus loin)

that Is the same size as Xx.

y=conv(x,B,'same’);



Filtrage numérique

* Synthese et implantation des filtres numérigues rationnels

Spécifications a respecter :
GABARIT



Filtrage numérique

* Synthese et implantation des filtres numérigues rationnels

Spécifications a respecter :
GABARIT

? COEFFICIENTS ?
{ﬂk}k:[l,...?ﬂff—l
{bk}kzﬂ,...,N—l

Définissant un filtre respectant le gabarit fixe



Filtrage numérique

* Synthese et implantation des filtres numérigues rationnels

Spécifications a respecter :
GABARIT

l

[ SYNTHESE ]

l

COEFFICIENTS
{ﬂ’k}k:ﬂ,...?ﬂff—l

{bk}kzﬂ,...,N—l

Définissant un filtre respectant le gabarit fixe
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* Synthese et implantation des filtres numérigues rationnels

Spécifications a respecter :
GABARIT

l

[ SYNTHESE ]

l

COEFFICIENTS
{“-k}k:n,,.,,m—1

{bk}k:ﬂ,.,.,N—l

MPLANTATION sous Matlsh Definissant un filtre respectant le gabarit fixe — P ANTATION en temps réel :

Tableaux de coefficients Filtre RII M—1 N—1
définissant le filtre a utiliser v(n) —s {ﬂ'k}kzn,_._,m—l | y(n) = — Z ary(n — k) + Z bpa(n — k)
y=filter(B,A,X); {bﬁc}k:ﬂ,.,.,w—l k=1 k=0
Signal filtrg, ! Filtre RIF ~—
J Signal a filtrer r(n) — > y(n) = Z bpx(n — k)
{bﬁﬂ}k:ﬂ,.,.,N—l k—0

Remarque : A=[1] pour les filtres RIF . |
A réaliser en T, secondes (période d’échantillonnage)
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* Synthese et implantation des filtres numérigues rationnels

— Réponses en frequence cibles ideales

E o

A [ Hidear (f)] M Higear (f)|
:r _JN - ﬁ f } QJ } >
R A 05 f=1L 05 -F, fooo0s j=rL
Filtre passe-bas Filtre passe-haut )
MHidear (f)| MHidear (f)|
— ~ ~ = > 5 NLI — LIN — >
—0.5 _fc2 _fcl fcl fc? 0.5 }?: i —0.5 _ff'-z _ff‘-l ff'-l fﬂ? 0.5 ~ f

F., . . =7
Filtre passe-bande Filtre coupe-bande (ou réjecteur) *



Filtrage numérique

* Synthese et implantation des filtres numérigues rationnels

— Notion de gabarit a respecter
o Surle module de la reponse en fréquence

Filtre passe-bas )H (m Filtre passe-haut
| GABARIT EN LINEAIRE 4 GABARIT EN LINEAIRE

: I
S
B nd : Bande: : ,ll;l 7 : I
ande ipassante| attepuee | ipassante
attenuee I L o |
€ > | I }1I |
——— | 1 |1 [
| | i
| l
|
|

>_f€::£ ' > 1?__:t
Fe —0.5 :I | 0.5 __PL
| 1 Ll
Zone de Zone de Zone de
transition transition transition

o Surla phase de la réponse en fréquence : filtres de phase ou passe-tout



Filtrage numérique

* Synthese et implantation des filtres numérigues rationnels

— Notion de gabarit a respecter
o Surle module de la réeponse en fréquence

Exemples :

Filtre passe-bas o (F) — . 7
rap(f) = 20logo(|H (f]) j i}
GABARIT EN LINEAIRE X ., FHilre passe-bas
L GABARIT EN dB
—x dB ‘Bande | | Bande o
) ins_s,gr_lt_e. - atténuée
Bande NN A~
Al AN N N\
iattenuee |
|
- b
" I=F )
le—s
Zone de Zone de Zone de
transition transition transition

o Surla phase de la réponse en frequence : filtres de phase ou passe-tout
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* Synthese et implantation des filtres numérigues rationnels

Spécifications a respecter :
GABARIT

l

[ SYNTHESE ] <

l

Le filtre qui respecte COEEEICIENTS
le gabarit n’est pas unique

{f-"-k}k:n,,.,,m—1

{bk}k:ﬂ,.,.,N—l

)’

—d’un filtre respectant le gabarit fixé — IMPLANTATION en temps réel

IMPLANTATION sous Matlab

Synthese de RIF Deux méthodes

differentes

Synthese de RII

Tableaux de coefficients Filtre RII M—1 N—1
definissant le filtre a utiliser v(n) —» lartr—o a1 y(n) = — Z apy(n — k) + Z bex(n — k)
y=filter(B, A x); (idico s — —
T I | N
Signal filtre Signal a filtrer r(n) — e RIF — y(n) = Z bpx(n — k)
k=0

{bﬁﬂ}k:ﬂ,.,.,f‘f—l

Remarque . A=[1] pour les filtres RIF

A réaliser en T, secondes (période d’échantillonnage)



Filtrage numérique

» Synthese des filtres numeriques de type RIF



Filtrage numérique

Synthese des filtres numériques de type RIF

— Exemple : synthese d'un filtre passe-bas numerique
|Higear (F))

>

|



Filtrage numérique

Synthese des filtres numériques de type RIF

— Exemple : synthese d'un filtre passe-bas numerique

A

‘Hidéal (f)‘
—— ]
— Lj —f, A [:]Lf
o
/\v/\\//\ /\\//\\//\ >
VIV

|
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Synthese des filtres numériques de type RIF

— Exemple : synthese d'un filtre passe-bas numerique
| Higear ()|

>

— —

05  _¢ :
fﬂh(n) R fﬂ .5

Réponse impulsionnelle
échantillonnée

~ N A

MEa R

|



Filtrage numérique

» Synthese des filtres numeriques de type RIF

— Exemple : synthese d'un filtre passe-bas numerique

>

| Higear ()]
I_N - — > ]T:Fi
05  _ .
fﬂh(n) N fc .5 €
Réponse impulsionnelle
échantillonnée
EIPLAA N A~ . Tl
VIV Y
(A1
Périodisation fréquentielle‘ Higar ()]
~ f
 — ; ; . -  —— > [ = —
1 .5 F.
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Synthese des filtres numériques de type RIF

— Exemple : synthese d'un filtre passe-bas numerique

>

| Higear ()]
— f-7
-5 _ .
fﬂh(n) A fﬂ .5
Réponse impulsionnelle
échantillonnée @coeffluents
DN . Aol OI\R?DVREQDU FI_LT_RE -
NIy
(A1
Périodisation fréquentielle‘ Higar ()]
—— e R > N— i
." f= 7
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Synthese des filtres numériques de type RIF

— Exemple : synthese d'un filtre passe-bas numerique

>

| Higear ()]
— i
05 _ -
fﬂh(n) A fﬂ .5
Réponse impulsionnelle
échantillonnée @coeffluents
o vf\v‘\f\ /“«VNJAVOI?DVREVDU FI_LT_RE .
VIV
H: s (H] 1
Périodisation fréquentielli iaéat ()
. , ~ f
 — | . - — > f g
)] 1 Fe




Filtrage numérique

» Synthese des filtres numeriques de type RIF

— Exemple : synthese d'un filtre passe-bas numerique

A

o Filtres non causal h(n)

A IS /e




Filtrage numérique

Synthese des filtres numériques de type RIF

— Exemple : synthese d'un filtre passe-bas numerique

o Filtre non causal [ h(n)
mwf'\v vﬁwm

o Filtre rendu causal

N—1
hin——— . .
I ( ' ) (Hyp : N est impair)

Introductlon d"un retard
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» Synthese des filtres numériques de type RIF

— Exemple : synthese d'un filtre passe-bas numerique

>

L (n N 2— 1) signaILfiItré | - |

ordre du filtre = 81
(Hyp: N est impair) ~

l

l

l

l

l 0
l

l

l

l

|

|
|
A My .
2o S
|
g
| |
Intrci)duction d’'un retard sur la Introduction d’un retard sur le
( N_1> reponse impulsionnelle signal filtré
hin——— e
2 signal filtré

(Hyp: N est impair)

ordre du filtre = 201 | L L

I
I
I
I
I
I 1+
I
I
I
I
I
I
I
I

rk**“vﬁ\'f Wﬁv | v W T N

| 0 50 100 150 200 250




Filtrage numérique

» Synthese des filtres numeriques de type RIF

— Exemple : synthese d'un filtre passe-bas numerique

, N—1\ ¢
T

Retard = Constante ajoutéee au TPG

: H Eﬂ.ﬂ.Sﬂ.E (f ) Hﬁ-ﬂﬂ- CCLH-SEE- (.}‘U )

(Hyp : N est impair)

| T ~ N-—1
TPG’fﬂtrE causal (a — TPGﬁEtTE non causal (f) |

I{\f\fj vqu .

2
, Constant si h(n)' pair ou impair
: (voir poly)
' |
Ordre — 1 Le TPG d'un filtre RIF est constant
Retard = > X Te si sa réponse impulsionnelle est

paire ou impaire
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Synthese des filtres numériques de type RIF
— Parametres permettant de respecter le gabarit : ORDRE et FENETRE DE TRONCATURE

— Influence de l'ordre
(fenétre rectangulaire)

L L L i

L L L
1.2 Ordre =51 |
y ~ — Ordre=101
‘ N - Ordre = 201
1~ : J i
H\/ JJ
0.8 - _
T 06 - .
I\
0.4 - -
0.2 - _
‘-.-' r r r "\‘\'f* S

-200 -150 -100 -50 0 50 100 150 200 250
Frequences (Hz)

Atténuation plus ou moins
Importantes des transitions

— Influence de la fenétre de troncature
(ordre fixé a 21)

10°

Fenétre rectangulaire
Fenétre de Hamming

Fenétre de Blackman

H(f)

-500 -400 -300 -200 -100 0 100 200 300 400 500
Fréequences (Hz)

Ondulations plus ou moins
Importantes autour des transitions
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* Synthese des filtres numeériques de type RIl



Filtrage numérique

* Synthese des filtres numeériques de type RIl

Utilisation des bibliotheques

de modeles analogiques :
Butterworth, Tchebycheff, Cauer, Bessel...




Filtrage numérique

* Synthese des filtres numeériques de type RIl

Specifications a respecter :
H(T)

4 L s
Utilisation des bibliotheques
de modeles analogiques :
_ Butterworth, Tchebycheff, Cauer, Bessel...

Fonction de transfert :
H(z)



Filtrage numérique

* Synthese des filtres numeériques de type RIl

Specifications a respecter :
H(T)

Spécifications a respecter :
H(T)
V

Utilisation des bibliotheques

de modeles analogiques :
Butterworth, Tchebycheff, Cauer, Bessel...

!
Fonction de transfert :

H(p)

Fonction de transfert :
H(z)



Filtrage numérique

* Synthese des filtres numeériques de type RIl
Specifications a respecter :
H(T)

3 ?

Spécifications a respecter :
H(T)
V

Utilisation des bibliotheques

de modeles analogiques :
Butterworth, Tchebycheff, Cauer, Bessel...

!
Fonction de transfert :

H(p)

K

Fonction de transfert :
H(z)



Filtrage numérique

* Synthese des filtres numeériques de type RIl

Spécifications a respecter :

H ()
‘ ’) f= fFe
Spécifications a respecter :
H(T)
V
4 )

Utilisation des bibliotheques

de modeles analogiques :
Butterworth, Tchebycheff, Cauer, Bessel...

\_ . ),
Fonction de transfert :
H(p)
TRANSFORMEE BILINAIRE :
. H(z) = [Hp)] ,._,—
" p=T31+Z_1

. _Stabilité et réponse en fréquence conservees
Fonction de transfert :

H(z)



Filtrage numérique

* Synthese des filtres numeériques de type RIl

Spécifications a respecter :

H ()
‘ ’) f= fFe
Spécifications a respecter :
H(T)
V
4 )

Utilisation des bibliotheques

de modeles analogiques :
Butterworth, Tchebycheff, Cauer, Bessel...

\_ . ),
Fonction de transfert :
H(p)
TRANSFORMEE BILINAIRE :
. H(z) = [Hp)] ,._,—
" p=T31+Z_1

Stabilité et reponse en freguence conservées

Fonction de transtert : MAIS Distorsion de I'axe des frequences:

H(z) |
f = ;arctan(nfTe)



Filtrage numérique

* Synthese des filtres numeériques de type RIl

Spécifications a respecter :

H (T) :
‘ ? }zﬁ f = — tan(mtf)
e
Spécifications a respecter : Prédistorsion
H(f)
y
4 )

Utilisation des bibliotheques

de modeles analogiques :
Butterworth, Tchebycheff, Cauer, Bessel...

\_ . ),
Fonction de transfert :
H(p)
TRANSFORMEE BILINAIRE :
. H(z) = [Hp)] ,._,—
" p=T31+Z_1

Stabilité et reponse en freguence conservées

Fonction de transtert : MAIS Distorsion de I'axe des frequences:

H(z) |
f = ;arctan(nfTe)




Filtrage numérique

* Synthese des filtres numeériques de type RIl

Spécifications a respecter :

H (T) :
‘ ? }zﬁ f = — tan(mtf)
e
Spécifications a respecter : Prédistorsion
H(f)
y
4 )

Utilisation des bibliotheques

de modeles analogiques :
Butterworth, Tchebycheff, Cauer, Bessel...

\_ . J
Fonction de transfert :
H(p)
TRANSFORMEE BILINAIRE :
Voir poly d’exercices pour l ? H(z) = [H(p)]pz 21-2z"1
) Tel+Z_1

un exemple de synthese de
filtre passe-bas Rl Fonction de transfert :
H(z)

Stabilité et reponse en freguence conservées
MAIS Distorsion de I'axe des frequences:

~

f = %arctan(nfTe)




Filtrage numérique

* Implantation des filtres numerigues

— Structure directe :

x(n-N)

M+N+1 opération +/x, 2 files d’attente




Filtrage numérique

* Implantation des filtres numerigues

— Structure canonigue :

X(z)

> ko k2 X(n) —» @

W(z) = w(n)

~dy ~d, -4,
M-1 E'J. - E'l - z'l
'H.-‘(H) — — Z apw(n — ,I;*) + ;13(-}1_) w(n-M) W(H'Z} w(gl %

k=1 bT'-i 4‘1?1 b.? hl
(M=N)

N-—
y(n) = Z brw(n — k) D - y(n)
k=0

M+N+1 opeération +/x, 1 file d’attente



Filtrage numérique

* Implantation des filtres numerigues

— Structures décomposeées :

— Serie (ou cascade)

M-1

H(z)=G H H;(2)

H:(z) Cellules du premier ou du deuxieme ordre :

B bg-+—blﬁ_4' B ﬁg%—blﬁ_J'%-bgﬁ_g

fgﬁ(ﬁ)

Hi(z)

I 14 azl +agzr2

— Parallele:

x(n) —» @ > vn)

H(z) Cellules du premier ou du deuxieme ordre :

bo
Hi(z) = 1+ ayz~1
b hyz L
Hi(2) 0+ 012

- 14+ ajz=! +asz—2



Filtrage numérique

* Implantation des filtres numerigues

— Structure non récursive :

N—

=

1

0

bpr(n — k)

x(n)

b

L

5"

X(n-N)

i x(fl).IT xinl}r
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