INP ENSEEIHT 2
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CORRECTION DES EXERCICES DU TD1 DE TRAITEMENT DU SIGNAL
Sciences du Numérique - Premiére année

Exercice 1 : Etude du secteur

On considere dans cet exercice différents modeles du secteur et on étudie la densité spectrale de puissance des signaux obtenus
a I'aide de ces modeles.

1. Dans une premiere approche, on utilise le modele :
X (t) = Ag cos (27 fot)

ot fo = 50Hz et Ay = 2204/2V. Préciser la classe & laquelle appartient le signal X (¢) puis déterminer sa fonction
d’autocorrélation Rx () et sa densité spectrale de puissance Sx(f).

— Le signal est déterministe a puissance moyenne finie périodique : en notant Ty = f ,on a

1
P = |X )|? dt = /Aocos (2w fot) dt
Ty
2
:ﬁ f{1+cos(47rf0t)}dt 45 < 00
TO TD 2

— Sa fonction d’autocorrélation est donc donnée par :

Rx(r) = Tio X (8)X*(t - 7)dt = Tlo A2 cos (2 fot) cos (27 fo(t — 7)) dt
A3 A
- = {cos (27 for) + cos (47 fot — 27 for)} dt = =2 cos (27 foT)
T() TO 2

— Sa DSP est donnée par : ,
Sx(f) = TF [Rx(r)) = 2 {37 — fo) + 6/ + fo))

2. On considere ensuite le modele suivant :
X (t) = Ag cos (27 fot + 0)

6 étant une variable aléatoire uniformément répartie sur l'intervalle [0, 27, fo = 50Hz et Ay = 220v/2V. Préciser la classe
a laquelle appartient le signal X (¢) puis déterminer sa moyenne, sa fonction d’autocorrélation Rx (7) et sa densité spectrale
de puissance Sx (f).

— Le signal est aléatoire.

— Sa moyenne est donc donnée par :

2T
myx = FE[X(t)] = E[Apcos (27 fot + 0)] = Ao/ cos (27 fot + 0) x %d@ =0
0

— Sa fonction d’autocorrélation est donc donnée par :

Rx (1) = E[X()X*(t — 7)] = E [A§ cos (27 fot + 6) cos (2 fo(t — ) + 6)]
= A?%E [cos (27 foT) + cos (47 fot — 27 for + 20)] = A?(Q) cos (27 fo)

Le signal est stationnaire au second ordre car sa moyenne et sa fonction d’autocorrélation sont indépendantes du temps.
— Sa DSP est donnée par :

2
Sx(f) = TF [Rx(n)] = Z2 (5.7 = Jo) +5(F + fo)}



3. La fréquence du courant électrique n’est jamais exactement fy = 50H z. Afin de modéliser les variations en fréquence, on
considere le modele :
X (t) = Agcos (2mft +0)

f étant une variable uniformément répartie sur l'intervalle [fo — Af, fo + Af] indépendante de 6. Calculer alors la moyenne,
la fonction d’autocorrélation et la densité spectrale de puissance de X (t).

— Le signal est aléatoire.
— Sa moyenne est donc donnée par :

mx = E[X(t)] = Efg[Aocos (2nft+0)] = Ey [Eg [Agcos 2nft +60) |f]] = Ef[0] =0

— Sa fonction d’autocorrélation est donc donnée par :

Rx(t) = E[X()X*(t — 7)] = Ef [Eg [A§ cos (2m ft + 0) cos 2m f(t — 7) + 0) | f]]

A A% [lorad 1 A% [sin(2nfr)]/o
=Ey [20 cos (27Tf7'):| = 70 /OAf cos (2w fT) X 2Afdf = 4A0f [ - }fo_Af
A? A?
= SnrAS {sin 27 (fo + Af)7) —sin 27 (fo — Af)7)} = 47TTOAf sin (2w A f7) cos (27 foT)

A2
= 7052'710 (2w A fT) cos (27 foT)

Le signal est stationnaire au second ordre car sa moyenne et sa fonction d’autocorrélation sont indépendantes du temps.
— Sa DSP est donnée par :

2

Sx(f) = TF [Rx(r) ZQWH $(f = o)+ + k= e A TT (= o)+ [T (74 fo
A f 2Af

Exercice 2 : Modulation d’amplitude

Soit A(t) un signal aléatoire stationnaire, réel, de fonction d’autocorrélation R4(7) et de densité spectrale de puissance S4(f)
définie par :
si [fI<F
sinon.

Sa(f) = { g:

On considere le signal X (t) = A(t)cos (2w fot +0), avec F' < fo et 6 une variable aléatoire uniformément répartie sur
I'intervalle [0, 27 indépendante de A(t).

1. Montrer que X (¢) est un signal aléatoire stationnaire. Déterminer et représenter graphiquement sa densité spectrale de
puissance.

— Le signal est aléatoire. Pour montrer qu’il est stationnaire il faut montrer que my et Rx sont indépendantes du temps.
— Sa moyenne est donnée par :

mx = E[X(t)] = E[A(t) cos (27 fot + 0)] = E[A(t)] E [cos (27 fot + 6)]

car A et 6 sont indépendantes. D’ou mx = 0.
— Sa fonction d’autocorrélation est donnée par :

Rx(r)=E[X(t)X*(t —7)] = E[A(t) cos 2m fot + ) A*(t — 7) cos (27 fo(t — T) + 0)]
1
= E[A(t)A"(t — 7)] E [cos (27 fot 4+ 0) cos (27 fo(t — T) + 0)] = Ra(7T) X 5 cos (27 fo1)
Le signal est bien stationnaire (au second ordre) car sa moyenne et sa fonction d’autocorrélation sont indépendantes du

temps.
— Sa DSP est donnée par

Sx(f) = TF[Rx(r)] = $4(4) * { {57 ~ fo) + 6 + fo)}
= (S~ o) +Sa (F + Fo)}



2. Afin de retrouver le signal A(t) & partir de X (¢), on construit le signal Y'(¢) = X (¢) cos (2m fot + 0).

(a) Déterminer et tracer la densité spectrale de puissance de Y (¢).

Ry(r)=E[Y)Y*(t —7)] = E[X(¢)cos (2w fot + 0) X*(t — 7) cos (2w fo(t — T) + 0)]
Attention ici X (t) et le cosinus ne sont pas indépendants, tous deux dépendent de 6.
D’ou
Ry (1) = E [A(t) cos® (2m fot + 0) A*(t — 7) cos® (2w fo(t — 7) + 0)]

1+ cos (4m fot + 20) 1 + cos (47 fo(t — 7) + 20)
2 2

RA(T) x FE |:
= iRA(T)E [1 +cos (20 +...) +cos (20 + ...) + % {cos (47 foT) + cos (460 + )}}

= iRA(T) {1 + %cos (47TfoT)}

S() = TF [Rr(n)] = 38a00) {3+ 07 = 200+ 8 (£ + 260} }

_ isAm + Tlﬁ (Sa (f —2f0) + Sa (f +2f0)}

(b) Quel traitement doit-on utiliser pour retrouver A(t) a partir de Y (¢) ?

Il faudra utiliser un filtre passe-bas pour conserver uniquement la partie iS A(f) et couper la partie qui se trouve
autour de 2 fj



